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. BUWCIADD ¢
Mostrar que o conjunto de igualdades

a+bemg- (g+4d)

scarreta a igualdade
Coty & -~ ooty b = cotg ¢ ~ cotg 4 .l

— |

! L oUESTAO ENUNCIADO;

1TEM 2 (0,6 pontos) Consid do
eran o =
1y . calcule

J
O numero racional renresentado pela

exXpressao :
COS a cos 13.a
Cos 3 a ¢ cos S a
1% ouestho ENUWCIADO;

ITEw 1 (0,6 pontos)

a —

Resolver a seguinte equagio trigonomg
trica, determinando todas as solugoes.

sen?(x - -"-) * cos?(3x + +).



2! ouestho EWNUNCIADN,

Tk 2 (0,4 pontos)
i Para que valores de m a expressio

y-ml+m:+nluu:+m‘:l

independe do valor de x ? Qual o valor de Y correspon
dente ?

I

.|- 1 .. Q"EST!O m:mt
preM ONICO (1,0 pontos) Considere-se um tridngulo ABC e
A suas alturas AD, BE e CF que cortam

e w——

© elreulo circunscrito em D' , E' o T' , respectivamente
Exprimir os comprimentos de 'AD, BE, CP, AD', BE' @ CF' em
fungio dos dngulos do tridngulo @ do rato R do efreulo eir
cunscrito.

'li ‘mlo BNUNCIADO L
-1TEM ONICO ( 1,0 pontos)

Seja um circulo C(0,r) @ Ae C
t uma reta tangente a C em A
Bet , tal qua AR = a,

Seja tambén um circulo C' varidvel, tangente em » a ¢
e CN C'" = (N, N).

a) Mostrar que s reta MN passa por um ponto fixo quando
C' wvaria.

b) Calcular entre que limites varia o raio de C°'.

€) Determinar o lugar geomftrico do ponto médio de MN
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52 questho ESUNCIADO|
ITEM Onico (1,0 pontos)

Sobre o lado BC de um tridngulo ABC
e exteriormente ao triangulo constroe-
se um quadrado BCDE . Sejam : AEN BC =P ;3 ADNADB =~ G
BC = a; h a altura correspondente a BC . Por F e G ti
ram-se perpendiculares FH e GK a BC , sendo

H = 'FH N AB
K= GEN AC
Pede-se :
(a) Provar que FGKH & um guadrado,
(b) Caleular o lade x deste quadrado em fungao
de a e h.
{c) A mesma construgao efetuada a partir do lado
AC fornece um segundo gquadrado andlogo ao
PGEH , de lado y . Que particularidade de-
ve apresentar o triangulio ABC para gue se
tenha x = y .
il 62 Qﬁtﬂrhﬂ_ﬂﬁﬁmm " ; ENUNCIADO1
ITEM fnrco (1,0 pontos) | Geda um tridngulo ABC . De B @
SR ————

de C tiram-se duas cevianas BN
¢ CP . Seja DNNCP =0 , De A tira-se a ceviana A0
que corta BC em M. Seja PNN BC = §, Demonstre que o8
pontos M e § dividem harmonicamente o lado BC.



-

7¢ guesTthAo ENUNCIADO
ITEM ONICO (1,0 pontos) | i o um icosaedro regular. Segciona
se cada angulo sélido por um plano

gque corta as arestas A distdncia de -%- do seu comprimen-

to, contada a partir dos vértices. Destacadas estas porgoes,
considera-se o sOlido resultante.

Pede-se
(a) Dizer qual a natureza das diferentes faces o
dos diferentes aAngulos solidos.
(b) O nimero de faces, de arestas e de vértices
deste solido.
i '—"Q;JEST;\O t ENUNCIADO+

ITEM ONICO 1.Jpnht0l3_j Sejam ABCD e A'B'C'D' dois quadra
dos de lado a e centros 0 e O',
situados em planos paralelos s e ' distantes d , sendo
0 0' perpendicular a ambos, Cada diagonal de um quadrado &
paralela a dois lados do outro quadrado.

Liga-se cada vértice de cada quadrado aos 2 vértices
mais proximos do outro. Obtém=-se, assim, tridngulos que, com
0os dois guadrados, formam um sélido 8.

Fede-se :

(a) Determinaf d em fungao de a , de modo
que 08 tridngulos acima descritos sejam
equilateros.

. (b) Determinar d em fungao de a , de modo

que exista una esfera com centro no ponto
médio da 0 0' e passando pelos pontos mé
dios de todas as arestas de 8.



' QuESTAO | ENUNCIADO}
CITEM Onico (1,0 pontos) __1 Ni-ge em um planc

raquilAar ABCDEF de centro © "
lpdo a . Toma-se sobre uma perpendicular so planc em O

P, WA LHDNAIONG

um ponto § tal que SO = -}r- a e considera-ee a pira

mide SABCDEP , a qual se corta por um plang o passando
por AB : a secgao @ um hexagono ABMNPY .
Pede-se :
{a) Mostrar que MN passes por um ponto fixo
quando & inclinecdc de o varia e deter
minar a distadncia desse ponto & C.

(b) Fixandose P @& N nos pontoe madios
das arestas a que partencem, determinar 2

razao -%3— @ 2 Area da sejac ANMNPYD.

e e 1 .
L0%uesTho : ENUNCIADO ;.
“ITEM ONICO (1.0 pontos) |

-

Considerc-me um cone Ae revolugaa
tal que a secido de maior excentrice
dade possivel seja uma hipérhole equilatera.

Pede-se

(a) O rafe da asfera focal c rrespandente

una hipérbole equilitera de :¢nm

3
le raio.

(B) © angulo que forma com 9 eixo do cone o pla

-

no de uma ellpse aituada sonre esme sone ¢

cujos eixos 830 2em o /7 en,
OBS: Esfera focal ¢ umna esfera inscrita no wone
tangenciando o plano seccio,



SOLUCOES

e

1¥ gomstho ENUNCIADQ)
1rem 1 (0,4 pontos) Mostrar que o conjunto de igualdades

a+bey~- (c+d
- mm.'--m'i-m
acarreta a igualdade .
cotg & -~ cotg b = cotg c ~ cotg 4

arlh =T-(cvdy = aed =T (bso)

Lcrao pm (avd) = pawm (Bec) ow

b
) Mo tnd ¢ pnd ena s Ambone & pac OF

F . MM G o tao




1% questho

ITEM 2 (0

F

.6 pontos) |

|

expressao :

ENUNCTADO!

Considerando

(&)

-

-

u-—ﬁ—-

nimero racional renresentado pela

, caicule

cos o cos 1l).a

COS J a *+ COS a

L.oae
a & Cob = , Con 13m a
g, 1 cos 3 4 cn S
Grs o e |3 USEEY
= =
! 2 on Jusfa . Su-bw 2 e Lu
a a
iamw
Lovne ol = -"./" {M‘t‘:ﬂ 7 = o /'1
2 4W/13
1Ar "lr " = LO o
Mana - S ?
- cos 4T/ :
), = / ‘7 s jﬂl
2 e 4%
2% questho ENUNCIADO) ~~
'.ﬁt;_l (0,6 pontos) Resolver a sequinte equagao trigonomé
trica, determinando todas as solugoes
send(x - - - cos? (Ix + +l.



Do "*‘“mﬂ-ﬂ Ao Eo ELs +i van

- (“ /4 )t X coa (ﬁu ¢+ T/a)

i eurol.@“
A (= W) = e (32 +T/a)

&:n (l‘l‘/l, -x) = eas (3 &Th,)
Lolo (3‘ *“/g)'t (“/‘q - )= a kT we 2
o ® s ¥V _ S
¥

Dar Vewm ‘.""q"ﬁ

ends N e y 4
26 &*!-!! |
A (n-T) o= en (2w TA)

tn (T4 +>) = ers (3% +T/a)

Leqo (3 eTA) £ (';’/h ¢m) = 2 KT
RS

na KT -T/4 B ‘z&,_%ﬁ
.
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ITEM

22 oueario ENUNCIADO)

i (0,4 pontos)

6 6 4

y = sen'x + con x + m (sen

independe do valor de x 7 Qual o valor de § correspop

dente ?
Conme ‘&a‘ ¢ sabuido

. .
NMIQ t¥» W =

L 2 ?
¢ ﬂ:_m"r. s C-i“)‘q"l'.. g . L Atan Y

L~0113

1
s Qem) - ( 5*&.2~ﬂ.)f¥b~31c.¢H3'"

Lw‘ -gi\ Pl"ﬂ.liﬂ! 3"‘1“:‘:

Para que valores de m & expressio

x + ﬂﬂl‘ll

L.014; ™ = "S/h,
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3% questio ENUNCIADO:
yrEm ONICO (1,0 pontos)

Considere-se um tridngulo ABC e

suas alturas AD, BE ¢ CF que cortam
o clreulo circunscrito em D' , B' e P' , respectivamente,
Exprimir os comprimentos de ‘AD, BE, CP, AD', BR' e CP' em
fungao dos Angulos do triinyulu e do raio R do circule cig
cunscrito.

De ocondo

Aw » 207

qr— A ¢
ﬁ :I}_f}' = BH At (ﬂh_ﬂ,}-. d R en B e

EE* % -1:'#1 4
A -
8 A T ¢

AD = JR(@;F&;LA‘.BN:G) Adulﬂ(ml*tllm:mez
BE , 1 ' « AR (LD ¢ A6RR AL,
BE = QR\,W:E.;M:& C-n-a) RE' = L : 1 i é)
X AR(MEdrc-r:imij CF! o« AR (onC ¢ 4onh =
¢

10



«* guestho |
[ 1TEM ONICO ( 1.0 pontos) |
3 I e Sseja um clreuln C(O,r) ¢ A€ C

e i e el

ENUNCIADG)

et

e —

t uma reta tangente a C em A
et , tal que AB = a.
ceta tartém um ofreule C' varidvel, tangente em B a ¢t

(2] ':- r- c‘ - \.Hl "]-

V| Mostrar que & reta MN  passa por um ponto fixo quando

C' wvaria.
Caleular entre gue limites varia o raio de

feterminar o lugar geomdtrico do ponto médic de MN

e'.

(continua)
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(continua)
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53 'ouuﬂn ' ENUNCIADQ)

ITEM On1co (1,0 pontos) Sobre © lado BC de um triangulo ABC

e exteriormente ao triangulo constroe-
se um quadrado BCDE . Sejam : AEN BC = P ; ADN B =G
BC = a ; h a altura correspondente a BC . Por P e G tf
ram-se perpendiculares PH e GKE a BC , sendo

HeFHNAB

K =GEN AC
Pede-se
(a) Provar que PGEH & um quadrado.

(b) Calcular o lado x deste quadrado em fungao
de a o h.

(¢) A meama construgac efetuada a partir do lado
AC fornece um sequndo quadrado andlogo ao
PGEH , de lado y . Que particularidade de-
ve apresentar o triangulo ABC para que se
tenha x = y ,

13
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AARG @ AACD
D
AAPG n AAS
| =
6AWE O aAB
W
H
$ora
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62 questho ENUNCIADOT

Seja um tridngule ARC
de € tiram-ee Auas cevi.ar

e CP ., Seja BNNCP =0 . Do A tira-se a cevia
que corta BC em M. Seja PN/ BC = 5, Demorst:s

pontos N e § dividem harmonicamente o lads ac

5
As Mwlw\«mm L oM o LOoOxA A
My o "alovna M&n; Logo

Ms .=

M C Y

i

Ay Rewme P&t’mm APSBwn & PZA <
O mdsma  ampnd B0

S8 L
——— 2 -
AT
= "i ~NT X &
h} Mmlfe\(v\m o nNed L

mm Ca PALO TV %ﬂ{j = (F'

<8 z -=

¢ =
Bean do AN YTy
— A 'z.* -

td: ' 'f - — - i
S8 B " e Y
% " Y= T  (y+2)

o

e tntnw Me C &avidim

o fludo BC
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)2 questho ENUNCIADO!
ITEN ONICO (1,0 pontos) Di-sq un icosaedro regular. Secciong
se cada ingulo sdlido por um plano
que corta as arestas i distincia de + do seu comprimen=-

to, contada a partir dos vértices. Destacadas estas porgdes,
considera-se o eSlido resultante.

Ml‘l._l

(a) Oiser qual a naturesa das diferertes faces o
dos diferentes Angulos edlidos.

b) O nimero de faces, de arestas e de virtices
deste sdlido.

(continua)
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go——

( “quesTho
ITEM ONICO ( 1,0pontos)

ENUNCIADOS -
Sejam ABCD @ A'B'C'D' dois quadra

dos de lado a e centros 0 e 0O' ,
situados em planos paralelos + e ' distantes 4 , sendo
0 0' perpendicular a ambos. Cada diagonal de um quadrado &
paralela a dois lados do outro quadrado.

Liga-se cada vértice de cada quadrado acs 2 virtices
mais préximos do outro. Obtém-se, assim, tridngulos que, com
os dois quadrados, formam um sSlido 8.

Pede-se 1

(a) Determinat d em fungdo de g , de modo
que os tringulos ecima descritos sejam
equiliteros.

(b) Determinar 4 em fungdo de a , de modo
que exista uma esfera com centro no ponto
médio de O 0' e passando pelos pontos mé
dios de todas as arestas de 8.

(continua)
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g — Y -
3% questho ENUNCIADO ~
- ITEM Onico (1,0 pontos) Di-se em um plano v , um hexagono

T regular ABCDEF de centro O @
lado & . Toma-se sobre uma perpendicular a0 planoc em 0

um ponto § tal que SO0 = + & e considera-se a pird

mide SABCDEF , a qual se corta por um plano ¢ passando
por AB : a secgao & um hexagono ABMNPQ .
Pede~se !
(a) Mostrar que MN passa por um ponto fixo

quando a inclinagio de o varia e deter-
minar a dlq;lne:l.n desse ponto a O,

(b) Fixando-se P @ N nos pontos médios
das arestas a que pertencem, determinar a

I razao -%a- @ a drea da segdc ABMNPQ.

(continua)
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| it-quesTho ; ENUNCIADO .
ITeM ONICO (1.0 """"_] Considere-se um cone de revolugao
tal que a segdo de maior excentrict

dade possivel seja uma hipérbole equilitera.
Pede-se :

(a) O raio da gsfers focal correspondente a
uma hipérbole equilitera de l0cm de raio,

(b) O dngule gue forma com o eixo do cone o pla
no de uma elipse situada sobre esse cone o
cujos eixos sdo 2cm e /7 cm.

OBS: Esfera focal & uma esfera inscrita no cone
tangenciando o plano secgio.
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