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1¢ QUESTAO ITEM GNI1CO | . ¥Yalors 1,0
ENUNCIADO: Determine todas as solugéeé da cquagao trigénoméiricas
|
£ sen 9% 4+ sen 5x +.2 SGD2X = 1
r SOLUCKO
L | .
-+ z e |
- 2: sen A% 5 L cos EEME—EE + 2 sen2x1= 1
3 ‘ | - 2
2 sen 7x cos 2% - (1 - 2 sen“x) = 0
i | ~ — /
= ' : cos 2x |
L C |
cos 2x[2 sen 7x - 1] =.0 j
[ cos 2x = 0 > 2% = (2 + I = x _km o om k= Dyl
5 5 2 = 1 2 4 ’ o ¥ r ’
3 iy " ﬂ _ 2km T _
3 <= sen 7x = 5 > 7% = 2knm + 3 -+ Xo = 5 + a5 k=20,1,2,
o . . | _ 51 _ 2km 51 o
| Tx = 2kmn + 3 =% Xy = ] + 75 k By %, 7ps
o . ;
RESPOSTA )
) x; = % 4 I 5 k=0,1,2,...
i 2k Ti e
By = Ao o 75 k =0,1,2,..
o - 2km 5w i
x3 Sl + 5 E 2 012555
‘ 22 QUESTAO ITEM ONICO Valor: 1,0
ENUNCIADO: Seja o segmento de reta MQ e os pontos N e P sobre 10,
na ordem M,N,P,Q. Considere um ponto K ndo situado sobre a reta
suporte de MQ. Suponha que:
sz e, — : AN\ N\ N
MN = 2NP = 2PQ =d , e , MKN = NKP = PKQ
- s _ s - h . 3
Determine o valor numérico da relacio ~g sendo h a
=} distancia do ponto K a reta suporte de MQ.
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' SOLUGAO | -
M d N d/2 P dr2 B .. Sen Yy _ sengfl .  sen Yy 3 KP
T R | 8y - A MEN Tg T TR " leen 2y * ¥ T RN
1 i ” s
i ¢ sen 2y _ sen o
- 3 b MKP 3=375~ = Kb
K L]
i sen # _ sen B
| & BRQ “g75= = “xp | |
% senzx = 1l _ KP sen y ;K 3 _ sen 2y 1
2 : sen y 2 KN sen 2y { 2 sen y 2
sen 2y _ sen B ) i
: A NKQ = = RN |
g sen vy _ 2seny cosy 2 _ L ﬁE o
i Jsenycosy g = sen y 4 cos'y = 3 Bl s r= 20
3 4 MKQ retdngulo o + B = 90°
' KN x 1/2 sen . o sen- o 3 o
™ sen o = = - = = tan a= — o = 30
d sen B cos o 3
- 7z
‘ spwy B s KN x 2
Logo o A MKP é retangulo KP = h = od tan a= A ot
2 2 /3
= ) 3
L, h = J3 X _(%
r Logo a relacdo pedida & _
{ B 48 - : -
. = il 2
¥ 3a QUESTAO Valor: 1,0
= ENUNCIADO: Considere um triangulo ABC, tal que
b = = q
| B - C = 5
_ ITEM A - (0,5 pontos)
| Os lados AC, AB e BC do tridngulo ABC ndo sio conhecidos,m-:
- é conhecido o valor de m, sendo
5 AC + AB _
. R g e
-~ - BC
! ) .
5_ Calcule sen A, sen B e sen C, em funcao de m.
| :
i ‘ 2 R




IME — CEEMZi[ngk | GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA L3 /35

S U, A A T

I : |

ITEM B - (0,5 pontos)
w

Calcule o dngulo gue a altura do triangulo ABC, tracgada a pa:

tir de A, furma com o raioc OA da circunferénecia de centro 0, c¢ir-
cunscrita ao tridngulo ABC. '
SOLUCAQ .
A L ]
ITEM A
, b + ¢
m f—-
a
|
- Pela leijdcs senos,
1 a _ b _ c
sen A sen B sen C
2 . s
L entao
g a - b + ¢
sen A sen B + sen-C
mas
i 1 1
sen B + sen C = 2 sen 5 (B + C) cos 5 (B - C)
E ,
- entao B
: : % '
P sen B + sen C = /Ersen E«%—g
} . mas
i N ., B AT L _ A
- B + C = 180 A 5 = 90 5
;— também
| = ‘ A A
- sen (90 - 5) = Ccos 3 7 | _—
P entao
- - 5 a
sen B + sen C = V2 cos >
B donde
| a _ b + ¢
- A
- sen A V2 cos 5
E ou
A
E Y2 cos 2 - b + ¢ o
sen A R | 3
i elevando ao guadrado,
{ A
§ L
;, 0052 2 m2
1 senz"A 2
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mas i !
2A 1+ cos A ‘ ‘
donde
% |
1 + coszé =‘m2
1 - cos ™A . _ 1
1 + cos A _ m2
; (1 + cos A) (1l - cos|A) ‘
i
: _ simplificando,
5 | : . |
E 1 | |
g 1 - cos A= "ii | ” ; "
: m
§ ou . |
% I < A «\'!“‘?—4-.‘3—; 1 o -
: cos A =1 - -1 SEm = (N -ce# = Yias s e
i 2 i \ AlA e
m
-
o
' sen R o= Zln o l ‘
; 2 | ‘
! m | |
H i |
:_ | g
} temos - que i
} E
¢ sen B'+ sen C = 2 cos % cos 450 = ¥2 cos % |
i - [
4 : o -~ N ,
; sen B - sen C = 2 sen 45° sen % = V2 sen % v f
r- I
i _ r‘
i mas
}- r‘--—z'———-— |
| cos A o Yo = 2 3 cos2 = 2m2 2.4 E
? 2 /2 m - 2 m2
F 2 A 5% = f _ 2me « om> & 1 1
i sen” 5 = 1 - 5 = = 2
- 2 m 2 m _ 2 m
1 sen é = L == £2__
il Substituindo
3 i 2
sen B + sen C = L O
| - m
| sen B - Sen C = "
- ae T oom
~ entao 3
i o
sen B = i #&m ;1 |
2m :
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s —
e
~1 + /23712 ~ 1
sen C = 5 —
mo
L
| |
|
ITEM B

Circunscrevendo-se uma circunferéncia ao triangulo ABC,tcmos

ADC
B=*'T' ,‘
1y
AR
C=—2‘—
™\
_ ADC _ AB _ o
mas B-C = 5 5 = 90
entao,

% o)
ADC - AB = 180
como, por construcdo, AD//BC,

vem:

ou k ¢
~ ™\ o - ’
ADC - DC = 180

entio AD é um diametro do circulo circunscrito ao triangulo. Como
a altura (h) é perpendicular ao lado BC e AD é paralela a BC, en-
tio (h) & perpendicular a AD, sendo entdo, perpendicular ao raio

Oh.

4a QUESTAO ITEM ONICO . | ~ valor: 1,0

ENUNCIADO: A figura abaixo mostra duas circunferéncias, ambas dc
raio R, as quais se interceptam nos pontos M e N.

Uma circunferéncia tem centrd‘em C; a outra tem centro em Q,
sendo KQ um didmetro da circunferéncia de centro C,tal que ﬁ&zdﬁ.

Calcule a area do quadrilatero KMLN em funcido de R.




CGEOMETRIA-E TRIGONOMETRIA

e

e g g

g g

o hr e

b
|
i
|

SOLUGAO
A area do guadrildtero €& igual & soma das areas do triangulo

LON e do quadrilatero KMQN:

Skmn = Skmon t Snow | o (1)
: _ . MK x MQ !
Masf SKMQN = 2 SKMQ = 2 = SRt sww 12)
Como, MO = R — MK = AREan® = wig. Logo:  Sypyon = ] (3)
, |
- . _ R%/3
A LON e equilatero - SLQN = =7
#
oy « p2/5 4 */3 _ 5/3 gz
. KMQON 4 4

528 QUESTAOQ ITEM UONICO Valor: 1,0

ENUNCIADO: Seja um QUADRADO QACB, de centro I, e um ponto P de po
sicdo variavel situado sobre a diagonal AB, tal gue P #I..
Com centro em P e raio PQ traca-se uma circunféréncia que
corta QA (ou seu prolongamento) em M e QB (ou seu prolongamento )
em N. ‘ :
Considere os tridngulos CMA, CNB e CPI e calcule os valores

numéricos das relagoces

r. = DM ‘ - AM
"% ¢ ¢ 0 27T
e ‘do 8ngulo. formado por CP e MN.

i
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; SOLUGAO
| |
:;' i
1 |
1 |
. |
|
-1 | |
f |
[ = |
g ' Q B N f
: Os trés tridngulos sdo retdngules | :
a) CMA em A, pois cos lados de um guadrado formam um dngulo de 900,
3 guando adjacentes |
- b) CNB em B, pelo mesmo motivo
: c) CPI em I, pois as diagonais de um quadrado sdo perpendicularcs
entre si
AC = BC |
j Por construgd3o QMCN & inscritivel, ﬁogo ﬁ = N
F ~ entao : , . g ¢
- A CMA = A CNB | o w
P logo
| AM = BN
P donde
! ry = 1
'l - It =sc=% .
i 2
: mas
~ 6E
N = <~
L A= |
. donde
A\ 2
] IPC = N -
L logo
i A CPI ~ A CMA
| donde
h
i MC _ AM _ AC
3 ol i Bl oo ch il 7
i PC P Ic
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Mas AC & um lado do qguadrado e IC metade de uma diagonal,
= _ ACV2
2
_ BC 2 )
ry = — #®
ACY2 V2 :
% :
xy = /2
}
6a QUESTAO ‘ .~ ITEM ONICO valor: 1,0
;_——”*f_ % B L
s | ENUNCIADO: Considere uma circunferéncia K de centro O e raio R, e
o | uma corda fixa AB. |
o | Seja M um ponto varidvel da circunferéncia K. Uma reta que
-
passa por B e M corta a circunferéncia C, de centro em M e raio
- P »
MA, nos pontos P e Q.
.
o Determine o LUGAR GEOMETRICO de P e Q, guando M descreve a

circunferéncia K.

Q
4 'SOLUCAO

g LS

- o~ AP
(:) O AQB sobre C mede 5 - i
- Temos : : ‘
- ~ ADB s
AP = AMP = AMB = —5— sobre K f
= ‘ —~~ : 55
- Logo AQB = &%g = const. 1

gquando M e ACB sobre K

Logo AQB sendo const. Q descreve ©

= C "
D e 2

© segmento capaz de AB sob o angulo

{ L e
ADB
i 4 -
3 \\\\Hhm B
7, N P

- (2) aps = 180 - K90 = 180-(90-K0B) = 90 + AQR = 90 + “7°  quando

N a——— -
i M € ACB sobre K. P descreve o segmento capaz de AB sob o an-

gulo 90 + 222,

= e, s o e
o . (:) Se M ¢ %E? temos: AQB = 180-AQP = 180-(90~-APB} = 90 + APB =
- = G 4 B o gy 420
¢ 2 4

- -4 I"OgO: F TN
- o~ -

OB = 90 + 3802ADB _ 150 - 222,
- 0 pont?,g descreve o segmento capaz de AB sob o dngulo

180 = 85,
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& . :
3
! :
4 L~ - 4
i Se M £ ADB entao
: _ AMB _ ACB *:
i _ AMB _ ACB _ _ ADB
: APB = —5 7 90 o ™ —
i . —_— - ADB
: P descreve o segmento capaz de AB sob o angulo 90 - —p=.
i Observemos que os arcos de C) e (:) completam uma circunferéncia,
% assim com os de (g) c: (:). '
i .
.i
& 72 QUESTAO ITEM ONICO Valor: 1,0
B
Na figura acima é dado um tridngulo ABC, retdngulo om A,

cujos lados tém as seguintes medidas:

U¥:
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"""
AB = 1

BC = 2

Sabe-se gue AP = PQ = QC
e guc AN = -"‘-2'—*‘

ICalcule a area do tridngulo LPQ.

SOLUCEO

" A ABP cortado pela transversal NLQ ; i

Na LB 0P
W OB E., . L. 4. 1.1 |
NB LP OA o
s
o oy 5 TP= - TB
" LP
A ANQ cortado por BLP:
. B I @ _, |
I BN Lo PA |
2 1 — 2 ==
S S oL R LR ks ot
| ' _
| " _ 1 g, 43 o Y3
i ABP 2 © 73 6
4 1 p Y
SANQ T B 3 3 Vg = 9
-
! v3_ﬁ
‘ 6 Sanpe T SenL
V3 '
3 Sante * Spro
; 3 V3
e mlal TR T ee. (1)
— p, -
S - NL . BL sen o = nbaintals fl sen o = S 8§ (2)
BNL 2 2 3 PLQ
_IF . 10
| SPLQ — 5 sen o e (3)
% V3 V3. 8 5 .
é {3) e (2) enm (1) = - 5 =3 Sprg " Sppo = T3 SPLQ
: 3 1 -1, _ /3
Spro = "5 3 5 -9 3%
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dio de uma aresta do cubo K. ! 2
' Com centro em L e raio IM é construida uma esfera E.
Um plano tangente a esfera E e'pérpendicular a *uma
do cubo K, destaca do cubo K Qma'pirémide P,

Calcule|o volume da pirdmide P, em funcgdo de a.

SOLUCAO
Raio da Esfer? E: _ a2 az'- az
M W=t =37
= ¥
/2 _-. m:a—zav
V2 2
L a/2
ol Metade da Diagonal do Cubo: (diagonal 4)
i 2 2 2 2 - '
i d® _a® , 2a“ _ 3a - da _ a/3
i - TR Ty o BEEE ® g =5

Altura da Piramide Destacada:

_ 4 _+— _a/3 _ a/2 _7 a =
h = 5= = IB = 55 o= = 2 (Js: V2)

Altura de uma Piramide de Arestas Laterais Unitarias:
(com triedro triretangulo)

Semelhanca entre a Piramide Destacada e a de Volume V!':

3
s Do v =y ()3
V‘ hl .
a (43 - 4B 1= 3
._:l . ) _1 a 3 '_/—3
vi- Lx * -1.2 .2 5o
3

TP —

4ME

: \

3 parm——— ;% T‘ " ois - —ea

"ﬂ‘éa QUESTAO | ITEM ONICO Valor: 1,0
ENUNCIADO: Co@sidere um cubo K de aresta a. Suponha que L é o ponto
em gue as diagonais do cubl K se interceplam ¢ gue ¥ & o poﬁto e —~

diagonal

1 sy
v'o= % l§l x 1=z (Base ABD,altura AC)
- 1 1%2/3 1 -
V' = 3 - Ty ¥ h'= € (Base BCD,aitura h'}
/3
L3 L]
R h'! = -3




TESETE 1

ITEM A -

3 !
geratriz o angulo a. ; i

(0,5 pontos) |

Determine o LUGAR GEOMETRICO dos focos de todas as

secoes planas deste coneJ

ITEM B - (0,5 pontos)
Seja P uma parabola,
do VERTICE DO CONE.

em funcdo de d e de o,

secao do cone dado,

Calcule, a area do SEGMENTO

de P, compreendido entre P e uma corda que é perpendicular ao

de P e que encontra o EIXO DO CONE.

Vv

SOLUCAO

+ O

OF

= ml‘!‘

m

= OF
Yo

o}

cujo vértice dista

& const.

—_— = tg o

parabolas,

d

PARABOLICO

c1lX0

§E — CEE 74/ 75 GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA Fl. 12 115
e .Mw L s
9a°> 2 = | -
v = [3/3 = 3°V/2 + 3 x 2V/3 - 2/2]
483 ’
53 & = ; 3@ | |
¥ = el [543 ~ 1143 o V= [9/3 = 1142
3 x 48 ‘ i
_ } i .
-
ENUNCIADO; Considere um QONE DE REVOLUCAO, cujo eixojforma com  uma

Os A VOF sao semelhantes pois:

Vo'

AYoF e ANOF,

ou

YO
OF

O'F!
vo
vO'!

OF

= —()—F—'

- r 2
= gsao homoteticegs de centro V.Logo

¥ descreve uma reta passando

por V e guando ela gira em torno
do eixo gera um cone de revolu-
cao que & o lugar gecmétrico.

dessoe

Calculemos o angulo cone

gue chamaremos de O,
1 Les

sen o

fl

Tomando VO
OF

sen ©' _ sen(180-90-a-0)
sen a . 1. :

o
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Vi ' sen O
Z=—— = cos f(a + 0)
sen o
]
. sen O = sen oafcos o cos O - sen o sen O]
_ 5 2
sen O = sen a cos a cos € — sen"a scn 0
2 '
sen 0(1 + sen“a) = sen a cos a cos O
SR
sen o cos O sen“a’ 1
s D 7
1 + sen"a 3 - cos o ;{

2) Se VA = d temos VA = V'R (losango)
vv' = 24 cos «
O raio do cone secao perpendicular no
eixo por V' é: ' |
r = VW'tg o = 2d sen o

A corda do_segmento parabSlico & 2r;

sua area ée: _
2 4 ~

e, 1 _ — — "
s = -2 av' . 2r AV . ox o=
4 8 2
= —3 d ?d sen a'w 3 a” scon ?
|
r
102 QUESTAO : L . . . valor: 1,0

ENUNCIADO: A figura a seguir mostra um PRISMA em gue uma qecﬁo T

ta & o tridngulo retangulo isdsceles ABC, no qual

A base superior do PRISMA & o tridngulo éqﬁilétero MNP, de la-
do a. ’ _

A base ihferiqr do PRISMA & o tridngulo RST, sendomE£Q ponto mo
dio de VT e sendo SE = b, por construcio. ) » .

A menor distancia entre as bases se encontra -sobré Sa " aresta
NS = NA + AS, sendo, por construcao, NA = b. g o

¢} compriménto AS = d ¢ es scolhido de tal forma que © volum TV

do SEMI-PRISMA supcrior BACMNP, seja igual ao volume yz, do SEMI -

PRISMA inferior BACRST.
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R ; J e .- "
: I Calcule:
ITEM A - (0,5 pontbs}: vl em funcao de b.
s : p ITEM B -~ (0,5 pontos): dA em funcao de b.
Mo a a
il o \ SOLUCEO .
4 :
o e ITEM A c
B‘ _______ I A ABC = secao reta do prisma
BN PO ‘ v, = WE + WA + BE |
K\\\S\fA - V1 . SABC MB + ?A BC | (i)

Dosgdados do problema:

=2 e mer @
SABC:T (=] NA = b

\l ‘{) d

Inclinacdes-de NM e NP, em relacdo a AB e AC,

respectivamente, sdo iguais, concluimos:

MB = PC = b + va

R - b e b

‘ MP = BC = a = b2 T
Logo: MB = PC = L & ngZ_bZ = 2b (:) (:) (j) (i):
v e B BEh R B B Y g =B g g b
w Mg = Fe e S i AR R W
ITEM B

_ BR + CT + d '
V2 ﬁ SABC 3 : (:]

Mas, nos trldngulos quc possuem um lado sobre cada face’ do pr1‘~

ma as medianas baixadas do vértice situado na aresta NS pertencen,

obrigatoriamente, ao plano definido por NS e ponto E, pois, no
My i o = ERI Y T . _—"“_—_a . (?\..
guadrilatero RBCT: RB//ED//TC .".. AD = DC = 5 o i

<

Logo: L o ¥ substituindo em (:):

- - i
s < A N :  2DE + 4 (i)
///,//’fF : A3 V2 = Samc 3
i ’ Ih \
........... et sl ot e ol o i

|
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Mas se FJ = m € a reta que liga pos pontos de intersecdo das me-
: dianas de cada tridngulo base (4 ABC e A RST), isto &: A= %fgaz .§.;,
' e BF = —:2§~ SE, entdo, temos no quadrilatero SADE:
im = d °+. X 5 &
a . |
' DE = d + ?
: 2/3h - Y o _
d .
S, S J X 2h/3 2
d B agtllhd * . gady |
D S 2 |
|
] L 2 v 3 2
: m = d + 3 Y P d = m -3‘ Y
DE =d-+ y=m~ ~_.2,’—y + y =m + y/'3 . Substituindo em @: '
2m + 2yv/3 + Im - 2/3y @
= 5 =
V2 = "aBc 3 Voy = Sppp » MW
Mas h = b sen 45 = %_2—
S I : _ _2,_2b _ byl
y" =Db _b /2 = bé/2 B A b/V2 REE &8 L L

Il

2 ‘ | '
" " b bv2
@ em £ % V2 = 5 (d‘+ —3*—) Para gue V,2 Vlz

e %— (38 + b¥Z) .°. S5b=3a +b/2 .'.lda=

T e e s




