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Eﬁgﬁggégg: De um ponto exterior E a um circulo (0} gualquer tragam-sc
ans tangentes t e t' a esse circulo, e os poﬁtos de tangéncia sao
rE;spectivamente Pe P'. 0 angulo PEP" mede '140°. De P ;ragawse a cor-
dg PA cujo arco mgde lOO:no sehtido do maior arco PP’ sobfe g elrcu-

jo. De A traga-se a cordé AB cujo arco mede 30, no mesmo sentido do

arco PA. Pede-se:
a) O angulo EﬁP';
b) O angulo BP'E;

c) O nimero de lados do poligono inscrito no circulo (0) cujo lado &

a corda BP.

SOLUCAO
a) E f’ P s -:—L-w - 200
2
b) BP'E == 180_{%[360—(40+10+30)]+2p}+
- 2
+ 20 = 40° ' o 18°— l6o +20= 40
e oo RO e
¢} M= 15+ 30 9
enedgono




i

§ ME — CEE 76 / 77 GEOMETRIA E TRIGONOMETRTA FIl. 2 7 10

QUESTAO | ITEM: ONICO (VALOR: 1)
w !

|
ENUNCIADO: Tragam-se' dois Fcirculas de raios I ¢ centros em 0 e 00"
e i . i 1
(00' = r) que se cortam em I e J. Com centro em I e raioc 2r traga=-se

um arco de circulo que tangencia (0) em A e (0') em A'. Com centro em

J e raio 2r traga-se um arco de circulo que tangencia (0) em B e (0')

em B'. Em (0) o didmetro 0'0 tem a outra extremidade em C; em (0') o

diametro OO'ftem a outra extremidade em C'

Oé arcos AA', A'C'B', B'B e | BCA foram uma oval com qua-
i !

tro centros, !

Pede-se a area desta oval em fungao de r.

SOLUCAD
2 .
nxr
S ==
1 6
) g
5 T (2r) anr? PQ;
2 - | 5
) o
g = .J;. it P r '/-j = Q r2 Wi‘iﬁﬁ_ﬂ\_‘ﬁﬂﬁp T
5 2 2 4 54
1 2
s = p(20Z -—ﬁrz)-i- 4 x IX_ -/b(A'
oval

- 8T+ 4w - 3 /3 r2 o (dn - /3) r2
. 6 2
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tan 3X = tan 2X 4 tan X

33 QUESTAO * ITEM: ONICO (VALOR: 1)
ENUNCIADO: Determine todos-os arcos X taic aqua:

verdadeira:

sen X + sen (X + EE) + sen (X + EE) =0
3 3
27 : 47

cos X + cos (X + =) + cos (X + =) = @
3 3

SOLUCAO
. =3
- + N,
tan 3X = ben ox C Sl 1l & tan 2x . thn x = 1
~ l®tan 2x.tan x
(~)
tan 2x . tan x = 0 5 |
2 tan"x =0
2
.1 & tan®x
2 tan x - - oM o
tan 2x = e -2 = 1= X =
l&tan"x
-
tan x = 0
X = arc tan 0
K=20,1,2,3,...
" QUESTAO . ITEM: ONICO (VALOR: 1)
ENUNCIADO: Prove que para todo arco X cada uma das relagoes abaixo é
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42 QUESTAO | ITEM: ONICO {VALOR: 1)
(Continuagao) | (Continuacgio)
!

SULUCAU

;i_§915§§9’ Ambas operacgoes sio
verdadeiras porque os trés ar- _ :

cos sao iguais e defasada de 120°

constituindo 3 vetores que se

anulam (fasores)

22 solucao:

.

27 | T m m
sen{x +—) =-sen(x -—); Sen(x-+£—) = - sen(x + —)
3 3
i oW
sen X + ...= S€n X -sen X . CcOS — - sen — . COsS X =
3 3
i - . ‘
T 88N X .C0S — + sen — . 008 X = Sen X - sen ¥ = 0
‘ ' 3 3
27 ' oar ‘ T
COB(X +~—=) = - gos{x - =) = ~ cos X . cos L + sen x . sen —
3 2 3 3
4
cos(x-%—ﬂ) = - cos(x + E) = - cos x . cos X sen x sen &
3 3 3 3
COS X' ' yen = COSs x - cos x =0
- )
=
ITEM: ONICO (VALOR: 1)

52 ouesTRO
SIS

M=t

e tA' tB’ tc'e tD € que determinam os pontos

N tB - N = tB n tC
n t ; 0=+, &

ENUNCIADO: Seja ABCD um quadrilatero convexo. Tragam-se as bissetri-

Z2eés internas dos angulos A, B, C e D que se denominam, respectivamen-
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i'P"‘"""*;' . X ! errn e
5? QUESTEON i ITEM: GNIQQ [ (VALOR: 1)
(Continuagao) | (Continuacgao) |
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Prove que:
1) 0 quadrilatero MNPQ €& inscritivel.

2) As retas AR, CDre NQ sao concurrentes em um ponto

- retas AD, BC eMP em uh outro ponto V.

OBS.: N significa intersecgao.

SOLUCAO
TemOSs
§ = aso-1e0 - & = By o Lonepy
2 2 2 #Jﬁff,,,f/»_
-_,.-ﬁ-‘;"’. T e S
N=21 (B+0) lefﬁt:::““H ‘
2 : MM.__

O+N = £ (A+B+C+D) = 180

logo & inscritivel.

Prolongando-se AB e DC tendo um ponto K, e a bissetriz de

K contém Q, encontro das bissetrizes de A e D. E tamt3m contém N, por

gue nesse ponto sao encontradas bissetrizes de B e C.

Raciocinioc anadlogo para AD, BC e MP.

U, bem como as

a . -
6. QUESTAO ITEM: ONICO (VALOR: 1)

ENUNCIADO: Sejam A e B dois pontos do espago gque se projetam ortogo-
Nalmente sobre um plano m em A' e B'. Da-se
AA' = a ; BB' = b; . A'B' = 2d

-

Seja M um ponto de T tal que AMA' = BMB'.
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62 QUESTAO_ | ITEM: ONICO (VALOR: 1)
(Ccontinuagao) (Continuagac)

Ache o lugar geométrico do ponto M e as distancias a .f

onto médio de A'B') em funcdo de a, b e 4, dos pontos em ue | o lu-
(p : % a, b a P q

L |

gar geométrico do ponto M corta a reta que contém o segmento A'B',

SOLUCAO _
‘ . 4l
AM A' = BM B' '
b
- { i
g\ /'/‘ »1:\'
— __.._?i. o‘.
[ ]
tand= 2 = b . MB' _b
MA' MB* MA'? a
—— , e | i
Logo o L.G. de M e pois o circulo de Apolonlusjﬁﬁu #9,
1] ¥
P'B - _1?_ . B A
p'a’ a
2d - A'P' _ b . 2d _ a+tb - Ap! 2 ad
A'p! a A'P! a a+b
Q'B' _b . 28+0'A' _b . _2d _b-a .
QA" a Q'A! a Q'al a "
Q'A' = 2 ad
b-a
b-'—"‘-—---_-_
a 4 .
77 QUESTAG ITEM: ONICO - (VALOR: 1)
ENUNCIADO: Seja (I) um icosaedro regular de aresta a. Secciona-se o
icosaedro por todos os planos tais que destaguem de cada vértice de
(I) uma piramide regular, cujo vértice & um vértice de (I) e cujas
drestas laterais sdo arestas de (I) medindo a/3.

N
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1)
(Continuagao) . | (Continuagao)

i EEEE R

Retiradas estas piramides resulta un poliedro (P) do qual

pede:

Numero e natureza de suas faces.
Numero e natureza de seus angulos poliedros.

Nimero de suas arestas e de suas diagonais.

- = B
SOLUCEO _ F=232
- il _;\:‘ 12
pPoliedro de Leonardo da Vinci Le-20
TIRANYD Yo B TeLE 2 6o 'L‘!?O =2-A
. o F:m:m 3 Pent & w::J . , A 5@\
(1) 12 faces pentagonais ¥ : - ooy
‘ SROTA U KGonaS, Ut LT =52
20 faceskexagonaisf Bl Pee. ) V=60 )
y E V{‘f‘ M ':k n?.l{\\‘
E  (2) 60 triedros 60 o= BES. 2 Y -
R o D= 60.-59 g0 — N3-2) Vo~ L6V
-~ ¢ i S =
{3) 80 arestas J -'VV”J-dﬂgqhm”-P
1440 diagonais ¥
8% QUESTAD ‘ ' ITEM: ONICO  (VALOR: 1)
- [

ENUNCIADO: Um cone de revolugao tem angulo de abertura 2o; faz-se uma
segao parabdlica (determinando uma parabola (P)) por um plano que dis

ta d de V, vértice do cone.

Pede-se em fungao de d e a o comprimento da corda focal

Perpendicular ao eixo' da parabola (P).
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Podemos
E = tanuo
d

donde P = d tanua

ou 2P = 2d tana

estabelecer a seguinte relag

ME — CEE 76 / 77} F
p—— - s i i ks i
g2 QUESTAO ITEM: ONICO PR
(Continuagao (Continuac¢io)

SOLUCAQ

¢

ot
[ N

9¢ QUESTAO

ITEM: ONICO

(VALOR: 1)

em funcao de a, h e £.

ENUNCIADO: Em um triangulo qualquer ABC sio dados: o lado a, a

altura

h e a bissetriz interna 2 relativas a esse lado.

- -+ > -y
Determine os lados b e c assim como os angulos A, B e C

SOLUCEO )
Temos
L= 208, oo B e
b+c 2 c
h = e sen A ou bc = —2ab e B 7 ) \\
a sen A G - ¢ v - b
R "_ _ p = " LT
€ para um triadngulo qualquer: b T g ‘ ‘ .
2 : o B O e
a® = p? 4 c2 - 2 bc cos A = _ i L : ‘
. L _ f‘ AR
=b2+c2-2bc(2cosz%-1)=

P —

e e
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92 QUESTAO_ "ITEM: ON1CO (VALOR: 1)
(Continuagao) (Continuagao)

| 2

& (b.gc)z - 4 be cos® B
2 w5l ECR 3
i 2. ’-‘/22 .(’ (
dai bc cos? 2 = éh‘cot &1 e )
2 2 2 !
b+c = = csc é
i 2 2
| " 02 @l - a2n2 3 2202
Logo tiramos a relagao cot = ='R ‘Q- ol N a.jL
2 ah

: ] 00/-\’%;:4 o= (+) = >0
para cot £ 7(:‘ 0. == Cowme OO<A<\809_ 1 "‘*5

2
2 , Go'<Azlpd’ = (+) = cfg<o
Tendo-se cot & obtém-se sen A e cos A aplicando as formulas:
2 -

e 2 cot 2A/2
1 + cot™ A/2
cot2 A/2 - 1

cos A =

cot2 A/2 + 1

¢ dai tem-se A.

z_
” A 2 A
Pode~ge tambem obter ecsc ~ = 1L ¥+ cot™ =
2 2 _
¢
¢ dal tem-se b e ¢ no sistema -
ah o
f bc = ” p i 0 ﬁﬂigﬁ‘.g & C
sen A X— htogc A, & _0 - -

[
11 b+c'-_~.a}hcscm
2

€ dail os angulos B e C para relacgoes

b2 = a2 + 02 - 2 ac cos B

c2 = a2 + b2 - 2 ab cos C

onde temos os cos B e cos C e dai os angulos.
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ENUNCIADO: Da-se uma piramide quadrangular regular (P) cujo lado da ba

se mede £, e qujo apotema mede 72,

Un [plano passando por uma das aleqtas da base divide a der

i

v -

total dessa piramide em duas partes equlvalcntes 4

Determlne a posigao desse plano e 0 volume do prlsma que ele

determinou.

| SOLUCEO
seja VM' = X, temos :
_7-32 |
SVAB”zl'
e a area total serd ﬁg»
P

792+ 92 - 1592 =
2

A area lateral da pirdmide (VA'B'CD)

- O .. 15 42
Byen * Vege * Vinr * Vg T (X5 + 14 ===
| , -
7 ¢2 X %he
v S e L H V f | = — : Vv ;= e &
CD A'B ) CB , | e
2
daf 15 92 - 2 g2, X, 2N
14 2

4,&,2—%+x_)@,.._x2+141x-—5'6ﬁ3 )
E_Eﬂ —
Temos ainda - i'i 0 = 1
-y

) | .
%? : Ve H = %4195 e

—j'T—i—JEE(14~10) " a

Entao o volume do tronco de prisma formado (A'B'ABCD) sera

_  A'B' + AB + CD _ L \595 (14 —\105) 3.

n? = v.2 - 49 §° -

h =

v s
S(MM'N) ’ 3 2 2z ¢ 7

i ‘

7 @05 -7) « f+ @ ‘

7 195 2 P 5

5 =\ ~\105) J@_j 3= . (105 + 7). =
) f.*fn.nir - _
5 1 ] G@J?Q/
=05 . 3,75, 0,82 {7 = 1,54 13
i o 1 83 2 o -
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