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12. QUESTAO ITEM: ONICO | _ (VALOR: 1)
eNTINCTIADO: Dados o8 arcos R: ﬁ: C e 5? todos do primeiro quadrante, ©
tais que tan A = 1/3, tan B = 1/5, tan C = 177 & %an D= 1/8, verifi-
car se A + B + C+ D = n/4.

|

- |
SOLUCEO |
- i

|

175 4178 5 +3 4
mos tan (A +B) = B peccocomumens 5 el
s 1 = 1/3.5 14 7|
|
1/7 +1/8 8 +7 3
1 - 1/7.8 55 11
_ 4/7 + 3/11 44 + 21 65
tan (A+B+C+D) = » 4 -1

= 3.4/11.7 TF =~ I2 65

Como A,B,C,D < w/4 cada um (sao do primeiro octénte)

m

A4+B + C +D < 4 x 7

=7

logo A+ B+ C + D & do 19 ou 29 guadrante, e cono

tan (A + B+ C 4+ D) > 0 & do 19 quadrante, dal se conclug que:

A+B+C+D= -f; )
2% QUESTRO ITEM: ONICO (VALOR: 1)

ENUNCIADO: Designa-se por (T) um tridngulo ABC no gual sua altura AD

& cortada ao meic no ponto H, pela altura CE.
a) Demonstrar gue as tangentes dos angulos internos PBe C

de um triangulo (T) verificam a relagao

-

tan B . tan C = 2 (*)

b) Suposta satisfeita a relagéo_(*}, da-se © angulo A de

triangulo (T).

T T ——
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! Calcular os angulos B e C. Qual a condicao gque deve sor
i
satisfeita pel? dngulo A para gue O triangulo (T) exista?
i SOLUGAO
A A |
a) DHC = B (lado perpendicular) L i A
- .DC 2DC
tan B = s
DH AD
é _ AD s
tan bC .
- - 2pC AD |
tan B ¢ tan C = * = |
AD BC |
|
%
& a 2 'k L }
o _
b) B+ C=180" - na, , , tan (B + C) = - tan A §
B + ta = - - oy 5
ten b e & tan A « « « tan B + tan C = tan A ?
tan B . tanc-1 |
SOMA ... tan B + tan C = tan A’ i
o ® %2 tan A . x + 2 = 0
PRODUTO... tan B . tan C = 2
xl = tan B %
X, = tan C g
RAIZES REAIS . . e tan2 A=-8=>20 ou tana >2 V2 £ !
Discussdo: A tan A nio pode ser negativa, sem o que tan B ou tan C tam
bém o seja, e terlamos dois (2) angulos obtusos no tridngulo, o que c
impossivel.
37 quesTio ITEM: ONICO | (VALOR: 1,5)
EﬁgﬁgﬁADO: Sejam um circulo (0) de centro O, um ponto A fixo exterior
@ (0), e um didmetro BC mével. |
a) Mostrar que o circulo circunscrito ao triangulo ABC pas
S& por um ponto fixo I (I distinto de Aa). :

e e ad 2 : G Gl ae o S
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b) As retas AB e AC cortam o circulo (O) nos pontos D
respectivamente, e DL corta OA em P. Comparar OS angulos BIA, BCA

gDE e mostrar que o quadrilatero IBDP & inscritivel, sendo o ponto
‘ B

fixO.

¢ac a um circulo.

SOLUCRO

AP %
A
l H P i -
;R " a) A poténcia de O em relagao ao circulo

(ABC) e OB.OC = - r2

2 zf_:

OA.Q0I = - = 01 = ~ = constante

que I & um ponto fixo.

cionais

s (porgue OB.,OC = OA.OI = —rz) ¥
OA oC '

= F

Mey. (0.

Logo BIO = BCA mas BCA & suplementar de BDE (pois B,C,D,E pertencem

quadrilitero IBDP, logo ele & inscritivel} consideremos a poténcia de
em relagdo ao circulo (IBDP). Tal poténcia & dada por AP.AI
AD.AB & a poténcia de A em relacao a (0), logo & constante.

Quinte, AP.AI = constante e como Al & também constante, concluimos

AP o0 &: isto significa gque P & fixo.

_ ——

i

1?

OBS.: Sugere-se que entrl as propriedades a serem aplicadas na solu-

|

gao: Geste problema} estejam as ca poténcia de um ponto em relar
|
|

Se AO reencontra (ABC) em I, temos também:

como OI pertence a reta fixa OA, ¢ estd sobre

o prolongamento de OA além ce O, concluimos

b) Os triingulos BIO e OCA sao semelhantes

Ipois os énguloé em O sao igrais (opostos pelo vertice) e os lados propor

a

Portanto BIO e BDE sao suplementares. Ora, eles sao angulos opostos do

A

= AD.AB. Mas

Poyr conse -

que

e
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42 QUESTAO ITEM: ONICO | (VALOR: 1,

ANUNCIADO: DA-ge um icosaedro (I} regular convexo de aresta % .

Calcular o angulo diedro d de (I). (Apresentaxr uma%expres—
s30 trigonométrica, numérica, gue permita calcular 6 valor do angulo
diedro d). .

Seja V um vértice de (I): V e os vértices de (I) adjacen-

tes (isto &, os que sao ligados a V por arestas de (I)) ,determinam un

poliedro (P) cujas arestas sao arestas do icosaedro. Calcular o volu-

me de (P) em fungao de &.

SOLUCAO

Vs a) Consideremos no icosaedro um vértice V

e os adjacentes do ponto médio M da a

Vﬂ Vi resta V)Vz, tracemos as perpendicularey
d mesma situadas nas faces VV,V, e
v % vV, V.. i
O dngulo V MV, = 4 |

Seja o tridngulo isdsceles ViMV,. A al

tura MH & mediana e bissetriz e

vlv3/2
sen d/2 =

MVl

Ora, a aresta £ & ladoc do pentagonc re

gular VlVZVBVéVS e V1V3 & lado do pentagono estrelado correspondente:

sendo r o raio do circulo circunscrito a ambos !

N sen
: ) 1 1

L

MV, & a altura de um trifngulo equilitero de lado £ = £

|
_ 5 . . £ ‘g
4 O9 MV, = = V3 = s J/ 30-6./5
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p) O volume do poliedro (P) (que € uma pirémiée pentagonal regular)

3 ‘ 1 o
I & e -
| 3 ,

-l cdlculo de S: S5 = Pgag onde pg & seni-perimetro do pentigono base ¢

ag © apbtema do mesmo pentagono

2
‘ o 5% /5 4+ 1
gt s = “%' B i h/o® B F A )

4,/10-2./5

oObs: Existe uma formula diréta

I ¥ 2 ;' "_
; . s = —%%— 25+10+/5 & claro sao eqguivalentes

cilculo de h: Temos © trifingulo retadngulo formado pelos catetos ha ¥ =

| hipotenusa £ :

| s /2 - R AR
_ , Q

e

ENUNCIADO: Dado um triedro de vértice S, consideram-se duas segoes p

- h = F - < = ——ee = -
10-2./5 5 = 5 5

| | ‘
E { substituindo ,
i - @ ' =" 5 + 2\/§_ 93 | ‘

{ T e V/zs + 105 2 v/ = —— (5 + 24/5)
L 3 4 & . 12 !
- | |
Ll 52 QuESTAO ITEM: ONICO (VALOR: 1) I
l
|
|

il ralelas: uma fixa ABC, com o triangulo AqB,Cq tracado pelo meio docs

lados BC, AC e AB, e outra secao movel A,B,Cye (Al é meio de BC, Cy

de AB e By de AC, e AA,, BB, e CC, est3o respectivamente nas arestas
| .
1l sA, sB e SC).
} Mostrar gue as retas AlAz, Ble, ClC2 passam por um mesic

] ponto e determinar o lugar geométrico desse ponto.

SOLUGAO

As segOes. ABC e A,B,C, sio homotéticas em relagao a S pois

4
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| \C; B.C B B
11,0, || AC; B,C, |IBC e A,B, || AB

Os triangulos ABC e A;B,C, sao

Lomotéticos em relagdc a G, centro de?
gravidade do tridangulo ABC |
c, ~ AABC, 1 i1 R S

Ora, duas figuras homotéticas de

uma terceira s3o homotéticas entre sij

isso prova gue as retas‘AlAz, Ble e‘

¢, C

162 concorrem no centro de homotetia O,

b g S g SRy bt askiche

Em outras palavras: Como os AABC, A;B,C, e A B,C, sao homotctico:
) | s A
dois a dois, os trés centros de homotetia estao em linha reta, S5CGO. Conmy

is e G s3o fixos, o ponto O pertence a reta SG que € © seu lugar gecmety:

il co.

'l 62 QUESTEO ITEM: ONICO (VALOR: 1)

ENUNCIADO: A tangente e a normal em um ponto M de uma elipse cortam ¢

1 eixo focal respectivamente em T e N, sendo os focos F e B,

a) Mostre que o segmento FF' & dividido harmonicamente por

T e N, bem como a razdo das distdncias de F aos pontos N g M & igual |
a excentricidade da elipse.

b) Se a tangente e a normal citadas cortam o eixo nao fo-

cal em T' e N' respectivamente, mostre que O circulo MT'N' passa po-

. los focos F e F'.
: i SOLUGKO

a) A tangente e a nominal & elipse em !
s3ao respectivamente, bissetrizes ex

terha e interna do angulo F M F, do
triangulo FMF'

Temos as propriedades das bissetrizes

——
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1 | e, TE?. MF!
) NF MF C oF MF
logo, NF'"  TF'
NF  TF

ou;sejar os pontbs:N e T dividem interna e externamente o ségmento FF'
na mesma razao ou, em out?aé palavras, N e T dividem FF' harmonicamentic.
| ; ‘ .

" b) Seja o circulo (MFF'): a mediatriz de
FF' & o eixo nio focal da elipse: pas
sa pelo ponto médio do arco FF': a
normal 3 elipse, bissetriz de FQF',
tamb8m passa pelo ponto médio de FF':

|

logo W' pertence ao circulo (MFF').
A mediatriz de FF' & diametro deo (MFFﬁ
A tangente 3 elipse em M & perpendicular & normal, 1030 passa pela outr:

extremidade do diametro isto &, T' pertence ao circulo (MFF') .

72 QUESTAO ' ITEM: ONICO (VALOR: 1,5}

ENUNCIADO: Considere um cone de revolugao de vértice V, altura h, tcn

do por base um circulo de centro O e raio r.

No plano da base desse cone toma-se um ponto A, a uma dis-

tancia x do ponto O (x > r). Pelo segmento VA tragam-se dois plance
. ¢ o
tangentes contendo as geratrizes do cone VB @ vC (B e C sao pontos

das geratrizes, e pertencem ao plano da base).

a) Calcule em fungao de x, de h e de r © comprimento BC, o©

as distancias dos pontos B e C ao segmento VA.
b) Determine x de modo gue ©O angulo dos dois planos VAD o

VAC seja reto.

Qual a condigao para que este problema tenha solugao?

, 2 2 ‘ | |
4) ZOBA ..o B2 w LME_TF |
2

x ' |

T I B

- i agii e Kb end s 1 X' ik
AT R T T T b s v sl
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_2r [f2_ 2 |
BC — > X X
D |
VB . BA |
AABV ... BH = 1 B
VA 4
K
|
2 2 2 |
h™ + r X~ = § : CH = BH
= 2 Z | -
v hT 4+ x
| 2.2
i ) 2 . n? 2 2 2r°h
b) BCT = BH  + HC = 2BH ... resulta x = W
KRBT s h.®x A estard no infinito, VAI{OA e as duas gerz |
trizes VB e VC estarZo no mesmo plano de VO |
e fario um angulo de 90° entre si.
82 QUESTAO ITEM: ONICO (VALOR: 1,5)

ENUNCIADO: Déa-se uma semi-esfera cuja base & um circulo (C) de raio
r. Corta-se a semi-esfera por um plano v paralelo a base, o gual de-

termina sobre a semi-esfera um circulo (Cl) de raio x.

Estabelega a relagao entre x e r para tornar possivel tra- i

car sobre a semi-esfera, trés circulos tangentes aos circulos (C) ¢

]
(Cl) e também tangente entre si dois a dois. £ E

SOLUGCAQ
1
CB=I=CF_V.""-2— D -
T N
C|
CF = 2r
' pfc = 30° Y %
CT =
N

CDh

o . i - - : LS s 7 3 ™ e e
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[SCEC' = X + Yy = ¥
2r

RESPOSTA: X = ———
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