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GUESTAO | ‘1 VALOR: 1,0
|

.-""'“‘—'-‘—— . 9

Achar 0S8 valores de x que satisfazem a equagao:

# 4x2;ﬁ arc sen (cosx) .
5 soLucio ¢
para B, 1T 5 4 Vrl-4x? = % + B+ 2Km = (2K + %)“ =R

que elevando ao quadrado, chega¥se a equacgao

-

ciais & respeito de o problema s& existir para K=0, o gue concei-

tualmente & o correto fazer essa analise.

lza. QUESTAO . _ . VALOR: 1,5

Seja uma circunferéncia (C) na gqual estd inscrito um pentageno regu

lar convexo ABCD% (nesta ordem sobre (C) e no sentido trigonométrico).
Considere M o ponto médio do arco AE <j1800_e P um ponto qualquer do mes
E ™C arco: | |
a) Sendo P # M , P # A e P#E prové que

PA + PE + PC = PB + PD APPSTP NS 1 &
b) Se P coincidir com A mostre o que acontece com a relacao (1).

c) Se P cdincidir com M, mostre que de (l) pode-se obter uma recla-

——

sx2 (4K + L)X + (4K® + 2K - )77 = 0
e dai
B s o
_ +(4RK+1)7m + V16 (1-2K-4K7)m
" T
verifica-se que sé ha solucdo admissivel para K=0, entao
] ! X= s - A = {;" - WSS = o
. _ 3m 7) d
X = Tﬁ('f'ﬂ ifl!ﬁ} . Xl = -i'-f)- f-'f)',-\q, Xz on (e by, o '_‘ ’fo;,_"':"“--,:'
= - _%l = - .11 } 1 Ko 4 a "
X2 = 7 10 2 goa Shaille REINTR
O | 1
- X T1m -2
{ : = 37
f X T " T0
i Obs: Se o aluno "esquecer" o K inicial, ele ira chegar a resposta
final evidentemente, porém ele devera fazer consideracoes ini-
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gao entre o raio da circunferéncia (C) e os lados dos-decigonus

regulares inscritos convexo e estrelado,

_sg: As solugoes dos trés sub-itens acima sao independentes,

OB . . |

| |
SOLUCKO ‘|
etttk . R . |

* -
a) Sejam & e 15 os lados| dos pentagonos ‘
regulares inscritos CONVEXO e ESTRELADO. |

Consideremos os quadrillateros inscri- i
|
tos: PABE  PADE PACE

* ;
PA.%S + PE.Q.5 = PB.Q,5

*
PA.Lx + PE:&

S 5 == PD.,Q.S }
) o o
PO, = PA.L, + PE.1,

gue somando e simplificando vem

PA + PE + PC = PB + PD.

N *

Se P=A...PA=0; PEzisﬁPB; PC=25=PD, obtemos dai a relagao tri-
* 5 i f

¢v1al 25+£5=£5+£5.

Se P=M (ponto médio do arco AE) ... mMp=Ma=4 ; mMC=2r

107
* I
MB=MD=%. , dai a relac2o torna-se =
10 * v *
2110 + 2r = 2@10 ou 210 - 110 =
3a. QUESTAO ' : VALOR: 1,0

Seja (T) um friangﬁlo ABC tal gue 5 = EA
a) Calcule, em funcao do ccsg, as excentgi;idades da elipse-e.da hipérbo i
le de foéos A e B e que passamlpor Ce

b} Supondo-se existir (T), qual a reldgéd de igualdade a que devem satis

fazer os lados AB, BC e CA.

¢
| SOLUCAO /éﬁ?\\\
b// \\g
2A ; B=n-3A . \\\\\\
5 - i . Aﬂ/& ‘B

-

AB sen C. sen 2A _ 1

BC+CA senA+senB  senA+sen3A 2cosA

-

AB _ sen 2& ° cos A
sen3§"sénﬁ[ I2C082A"1I
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e
a o B .
b) cenA  sen3A  sen2A
e dal
COSi = g—g . ... c<2a _ i
senzi + coszA = 1
sen2ﬁ= 2%29‘... b<3a
02 = a2 4 @
4a. QUESTAO ‘ . ' VALOR: 1,0

Dado um triangulo ABC de area S, prolongam-se os seus lados CA, AE

e BC:

cA, no sentido de C para A, até A', tal que AA' = k.CA;
AB, no sentido de A para B, até B', tal gue BB' = k.AB;
BC, no sentido.de B para C,_até C', tal gue CC' = k.BC;

onde k & uma constante positiva. Sendo o triangulo A'B'C' de area S', de

termine k para gque S' = 185,

SOLUCAO

Liguemos AC',CB' e BA' ¢

chamemos BC=a; CC'=Ka
CA=b; AA'=KDb
AB=c; BB'=Kc

Entre as areas temos B'

'K AABC AACC' (de mesma altura)
K AACC'= AA'AC' (dc mesma altura)

1l

logo KEAABC = AA'AC' e (K2+K)AABC ='AA'CC' e analogamente
(K2+K)AABC = AB'BC'
(K2+K)AABC,= AATAB'
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e conclui-se gue f

Da~se num plano 7 um trianéulo equiliatero ABC de lado

simetria, identifique-o.

Considere uma reta "r" do pléno VBC paralela a reta BC, tal gue o pla

SY = ABRYRYCV .= ﬁa'nc‘ + AB'BC' + AA'AB' 4+ AABC =
= (3K2 + 3K + 1)AABC = (3K2 +l3K + 1)8
e para que se tenha S' = 195 ... 3K2 + 3K + 1 = 1%
K2 + K -6 =10
K =2
—
sa. QUESTAO VALOR: 1,5
m— = :
"a", a > 0, e

tira-se por A una semi-reta AX berpendicular ao plano 7; seja V a extre-
t nidade do segmentolav de comprimento "a%, situado nessa semi-reta:

¥ .) Calcule o volume da piramide VABC e, caso a mesma admita um planc de

no VBC e o plano determinado por “r" e pelo ponto A sejam perpendicu-

lares. _ B

Sejam D a intersegao de "r" com VB e E

a. interse¢ao de "r" co

m VC.

Calcule o volume da porgidc da piramide VABC que estd compreendida en

tre os planos ABC e ADE.

- SOLUCAO

a) Sendo M o ponto médio de BC,
AABC equilatero, o plano VAM
a piramide VABC

divide em

duas partes iguais e ‘simé-

tricas.

Volume de

2 s
—/2_§_m£§'
AM = [/ a 5 = 2.a
i V3 1 1 /3 .3
V'—'a Za;"i‘-a."j—*l—z“a
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s E 7 .2 V7
VI“.GI - | +"4—a=‘4'a . VMI——z-Ia
02y | |
g > "9 _ /23 o [
AP = = : . '
I8 . - 1 |
.——2-a ‘
} ‘
> 21 2 _J4 2 _ 2/7 | |
VP ﬂ“/a - 79 2 ~¢/7 g4 FEeT A |
2/7 |
VM _2a _  ppea.,—t—=2a |
VP ~ DE - |
2
14 /a1 27, 433
VgapE = 2 ~ 7 % 7 3 ° 7 147
._([_3_:%_@> 23 - 11/3 3
VABCDE 12 - 147 196
33/3 |
588
6a. QUESTAO . ‘ VBALOR: 1,0 -
Considere a familia de triangulos ABC onde BC = a , AB = C e

AC = b, Os pontos B e C sao fixos e A varia de posiczo de tal maneira
gque b ~ ¢ = k (constante).
a) Pede-se o lugar geométrico do ponto D, encontro da bissetriz interna

do angulo A, com a perpendicular baixada do vértice C aquela bissetriz

o

valores em radianos dos angulos B e C.

SOLUCAO

a) Marquemos AC' = AC = b e dai

3 BC' = b - ¢ = K.
O lugar geométrico de C' é
um circulo de centro B -e

raio K.
CD = DC' pois o AACC' é isos

celes & AD € bissetriz, me-

e

b) Supondo o caso particular A = 60" , a = 4¢6 e b -c=4, calcule 0S5

Lo vy e b e
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5 diana e altura. Logo D e o
~wieransformado"” de C' por uma
IHOMDTETIh de centro C & ra-
' zdo 1/2. Concluimos que o lu .
igar geométrico de D é o cir-
| culo de centro 0 (ponté ‘mé- o
'dio de BC) e raio K/2.
i i
b) |A analogia dos senos da _
| : Slept o & poaT E SsentaC , costit
'senA _ senB _ senC _ ™~ Heg . . 2 - 2
a b ¢ b + c h b - ¢
Temos A=60°  a=4/3  b-c=4
3 == 7
ﬁ; 25en§~§9 : cosl;‘j0 B-C 1 B-C = 60° = %
= ... SED— = = .. .
473 i e < 2 R = 136° = %4
b-<nbC i
B=907; c=30°
i A s 10 o=
:e em radianos B = 5 e C 3

7a. QUESTAO VALOR: 1,5
Um cone de revolucao de vértice V &€ seccionade por um plano que de-
termina uma secgao parabdlica (P). Sejam respectivamente S e F o vértice

e o foco de (P). Sao dados: VS

a) Determine
b) Determine

e a corda

a) Temos

12 e &5F -
« (angulo do eixo do cone com sua geratriz).
a area do segmento parabdlico compreendido entxne a parabola

focal perpendicular ao seu eixo.

SOLUCAOQ
VT = V§-8T = VS-SF = 12-3 = 9
01 = ST.VT... OT = /3.9 = 3/3
tan o = g% = —§: = ig
3V3
o = 30°

s < e
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£s:aja "9 " a perpendicular comum a "r" e a uma geratriz "g" de (C};

: corta
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p) A area ¢ dada por

PR

o \ !
ga. QUESTAO | | ' VALOR: 1,5

Sejam (C) uma superficie cdnica de revolugao, de vértice V, cujo sc¢

3 o - " i~ (o) . -~
i ni-angulo no vértice € 45, "r" uma reta paralela ao eixo de revolugao

r", A reta "r" atra

de (C) e H o plano passando por V e perpendicular a

vessa o plano H?em 0. VO tem comprimento 2a > a > O.

w0 on

" H "

g" em A e "r" em B.

a) A' sendo a projegao ortogonal de A sobre H, ache o lugar do pon-

to A' quando "g" varia.

b) Identifique as retas "{" situadas em um plano p palalelo a H.

b4

Examine o que ocorre quando varia a dista2ncia entre os planos H

e p.

. = #
c) Mostre gue os pontos A {quando "g" varia) pertencem a uma esfera

(e) de centro O,

SOLUCAD

a) Seja O0' o centro do circulo

intersecao do plano que con

tém % e é perpendicular ao
eixo de revolugao de (C).

O triangulo AO'AB reto em A

& retangulo, VO ¢ a proje-

¢ao de O0'B (hipotenufa), e

portanto o ponto A' gera um

circulo de di&metro igual a

T st

e A il A 31 oy i

b
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vo, isto e, o "lugar gcomé-

trico" de A' & um circulo.

p) O planc p é paralelo a m. Quando p coincide com Toas retas &
(sio duas tangentes ao circulo intersecao G C@m {C)) eoin=
cidem com VO. A mcdlda que p se afasta de,Tm as reta$ & tangen-
ciam ©O cone ate que os pontos de tangéncia A, e 0 outro oposto
(ou simétrico) que chamaremos de C, &% coincidd ?mbos, com B,
formando-se uma unica tangente e, a partir dai nao @a mals retas

4. (A superficie tracada pelas retas & se chama "CONOIDE") .

c) Quando A=B teremos VO OB= 2a e OVM= 45 e dai VO'=$B:O'M=R(raio
do circulo 0')e AB2=(Rr+MB)2-R%=42?-R%,logo 0A2=R?+4a2~32=4a ,
isto &, OA=2a, um numero fixo, entado sobre a supéerficie de

uma esfera (C) de centro O.
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