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la. QUESTAO ITEM 1 VALOR : U,8 |

Um triangulo eguilatero ABC, de lado a, gira em torno de um eixo XX'
de seu plano, passando por A sem atravessar O tridngulo. Scpndo S a

drea total da superficie gerada pelo tridngulo e designandoipor 0, o

:’ angulo Xgﬁ vede-se determinar os valores de 0O para que :
a) S'seja méximo

- bBi B sej& minimo

g c) s = 3Ina2
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"I " Descreva o sb6lido obtido em cada um dos trés casos.
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#ir = %3- aadl e 0°
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= =3l = 600.

b} S minimo =

=> sen {0 + 300) minino —

i~ =0 = 0° ou 0 = 120°]

b

e).s = 3Ina? —

== 3‘rra.2 = 21ra2f3_ . sen(0+ 300) =
V3

= sen {0 + 300) B e B2

- =10 = 30° ou 6 = 90°.
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Determine a direg¢ao destas

maximo.
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~ " 2a.QUESTHO | ITEM X VALOR :,0,8
L — - L - Bk A

sao dados dois circulos
C e um ponto fixo A' sobre C'. Tragam-se cordas para

nos circulos C e C', respe

C(0,r) e ¢ (0',r'), um ponto fixo A sobre

lelas AB e A'B!

g g el )

ctivamente.

cordas para que o produto AB.A'B' seja

SOLUGKO

=

-90° < o < 90°

AROB:
r _ _AB
sen o scon 20
= Ap = XoSon 20 2r.sen 9,008 @
sen o sen a .
= 2r,cos a
An'O'BY;
- A'B!

seni(a + 0) | son(Za +.20)

. sen(2a + 20)

rl
¥ senfa + G)

= AIBI

senla+ Q) .cos (a+ 0)

= 2!, .
sen (o + L)

r»2r'.o:?s(u+@)'.‘

Pt3o:

B, A'BY = 4.t ., oos a.cosa 4+ 0) =

1

4.8, —%— [cos(2a + 0) - ocos O]

Al . Npt

o

Enﬁmmm-ms (20 + O) = lwun-% o
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CONSTRUGAO

2a.QUESTAO ITEM B : VALOR : 0,6

Da-se um triangulo ABC. De um ponto_f_variével (e nao pertencente as
retas suportes dos lados do tridngulo) tragam-se retas PB e PC.Se -
jam L e M os pés das perpendiculares de A a estas retas.

Com a variacgao de P, o comprimento LM também varia. Qual o compri -

mento maximo de LM?

(OBSERVACAO) : Para resolver este item nao & necessario determinar

a posicdo de P, correspondente a este maximo de LM).
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LM & maximo qguando a reta passa por O

Nesse (¢aso:
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SOLUGRO

AB
2

L e M descrevemnm, respe:tivamente, 0% circulos de diametros AB e AC (exceto

1eoz.

il -

.

S
1

3a.QUESTAO

_ BB + BC + AC

o) IM . =
I3!'1rrsaximo i 2

1% =

BC
2
e

A
02M=_2_

ITEM 3 VALOR : 0,5
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Sejam g o lado de um poligono regular

de n lados, r e R, respectiva-

mente, os raios dos circulos inscrito e circunscrito a este pcligorno.
P r+: R = > cotg L
rove que R s —>n_
SOLUGARO
St e e A e

Do tridngulo OTA:

. 11_2/2 _ 2 s
seng—-—-f{-wR-—zcscn
L L/2 I 4 L
RHaT s mEgehag
logo:
r+.R=-§-(csc—E~+ ctg ;Tl-)_._=
A W U W
5"\ 1? 11
, sen tgﬁ-
N =
S g 2
_ i1 + tg ﬂ/2n+ l~-ta” n/2n ) _
T2 2tg n/>2 " T2tg @ /2n J
[ 2 T e B g B
=2 - ZEg ajin B ¥l=g i hw
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4a.QUESTAO ITEM 4 VALOR : 0,8

gm paralelepipedo tem a base ABCD sob
restas verticais sdo AA', BB', CC' e

tes ABma,;AD:b e AA'=c formam um trie

um plano secante corta a aresta AB em
no ponto N, tal que NB' _ 1 e al
NB 3

B'P=x, com 0 € x< b. Pede-se estudar

1o plano secante MNP no paralelepiped

nas condigoes dadas..

SOLUGRO !
ANB'E ~ ONBM =
D! F c i
B'E _ c</4 !
Y T e TIe AT RETE
Al 1 _" ! \4\_ 7.
R Bz B APC'F ~ OPB'E =
is ] i
i t t
F _ b-x
5 ! §7€=‘Ty="c'“%‘b - %l
|

AFF'G - ANBM =

F'G _ c -
=F2 "Tem " FE=3
Ent8o CG = CF' + F'G =

2a

:
re um plano horizontal e as a-
DD'. As trés arestas concorren
dro tri-retangulo, sendo a>b>c.
seu ponto médio M, a aresta BB
areséa R' C° tal

em P, ~gue

a forma das segOes obtidas pe-

o, quando a distancia x varia

-

3

e .
= Bx(b x) +

a 2a

Casos particulares:

1) F =z D' <=>C'F = a
Entao:

o Bl e Y S o B

o gl =gk =W =5

et Ak ke
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pa-se um circulo (c),

de centro O e trés direcdes dy, 4, e d3.

BC e CA tém, respectiva-

s [ R R———
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'{/—-'—— : 1 T e B o
1)) F o
1 ¥’ / ,/ \{'
- i e
i) G = D<= = : 57 AN
1 i]._) G D — cG a h‘ 1 . —xl—
Entdo: : B/E
"y ¢ i
= 2 - o 2a . . i N
7 a= b - X & e { 4 F
q D ““““““““
, ) I,X .
= ¥ o= --3- (,/
A, B
Forma da segao:
0 < x % % == pentagono
| % < x < % g hexég?po i
b ! i
b E R b => pentagono
; x = b == trapézio B
3 5a.QUESTAO ITEM 5 VALOR : 0,6
% Ins-
=

L o R |

T WAL A

A

LT T N Y N

S T a!mll;#‘w...u“ o (RN
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I

creva em (c) os triangulos cujos lados AB,
e dy e cujos vértices A, B,
dos ponteiros do reldgia

mente, as diregbes dy, 4,

dem no circulo

o

Traga-se OX —L-d3 e marca-se o angulo

central XOC = a, determinando O ponto C,

Finalmente, CA//d3 e An//d,.

(c), no sentido do movimento

e C se suce -
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» i 4 - ; RSN, SETRISPSTE BT ——————
: )) ’/g:)UESTAo | . ITEM 1 VALOR : 0,6
- _,)j pi-se um guadrado de vertices A, B, C e D e seu centro 0. Mostre gue
)? os incentros dos triangulos, cujos vértices sao cada 3 pontos nao
—”‘:g colineares deste conjunto de 5 pontos, sio vértices de um poligonc
. 4 regular convexo e calcule, em fungdo do lado & do quadxado, o rajo
e § do circulo no qual estd inscrito o poiigono.
D ) SOLUGHO
-
s—R B - &
_— o p
2 !
*—J %; {Y3 g
i 4 1 3
| !
- B! Y‘li 1 r )
r"—‘ = by e — »-(,——--.——J: .)-{...{Z
[ | Y, 3
F-—-‘ﬁ : x'i : ¥ S
® $| o) 4
= | l e =
e | A h N g M : N
= M o ps r/E
am— 1 msnet g )
- Considerando o circulo inscrito no trifngulo retangulo de hipotenusa X,
- - | temos ; .
- =i e e
“'—f_” 1-=P-.x=3“‘./z_—2i_>.{...‘. -—f(ff—l)
- 1 " xV2
S f; IM = rﬁ = —Z,—{fz- - l)
_ 7 emBD: ox,'= B2(/Z - 1) w225 - 1
ws® || bOAB: OY, = %”zm‘ -1) = i‘—z‘f_z.t/z“ - 1) -
i . £ v e g 5
o I o - : ]
—w® || Entdo 0X; = oY, e T M AL -
S— ‘ Como o dngulo que se obtém unindo dois pontos consecutivos a 0 & 450, fica
) * definido um octbgono regular,
lﬂ_‘ _.: ) e % 7 .l Ll = __..; :}__;_,-a R
- RAIO = ox ._2__(,/'2‘ e l) g Eey 30 d -
— r“ i e
““ws® | 7a QUESTRO | ITEM A VALOR : 0,8
—
“uuui® :| Sdo dados um cone de revolugao de vértice V, cuja geratriz faz com o
- eixo do cone um angulo B e uma elipse de semi-eixos a e b.
"'"_ a 19) Mostre que esta elipse pode ser sempre obtida como secao plana .0
g 1 cone dado.
i) 29) Sendo AB o trac;o do plano secante com o plano meridiano AVB, que
e
lhe & perpendicular, demur‘f”tre a relacao VA.VB = b2 coaeczﬁ.

n
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: 11 s i AT
: 1 ! ST
—2! | . ST
:?g i9¢) Dados a e b fica definlda a cxcentricxdade da ellp e =Er—w——~: "
1 LS g BERE .
% Assim, fica dcfiﬂido (o} angu*o (a): entre o plano c}ue secciona o cone e
; a geraLriz dcstot qegundo a elipse desejada- ! .
' AR "-,'_'I Eate AT S M . N |
=3 cos u = —————a———— cos B. I
? No plano merldiano do cone AVB obtém-se entio o© trago do plano secao
-3 s ey W de n: o,
fazendo com' 0 eixo um angulg o e tal que AB = _2____
$ Yo ik omoanaulio 21' ) gas 4 I

29) LEI DOS S““\IOS (AABV)
g RSN A i oA )
3 2a_ va 1 VB
_; sen 2B sen(a + B) ;. sen(a-— B} _.
2 A _ 2a sen(a + B)
= f:’ NE= sen 2B ::
; 8 VB = 2a sen (o - B)
= = A
— = ,Eﬁ S
;_.-;{r = VA.VB=-—4—9——..,en{a+§_) sen(a - B8) =
‘ ; = = sen. -28 anyo 4+ 7
r stp
-.._—33 =—2§—— (cps 2B - cos 2a) =
=1 e
‘_'_:fi_ = ; (.')! cos“B~Y-2 cos“a+Y) =
i - sen’ 28 2o
’L,J H Sl ..’.
1 2 : 2 .2
e ', = .? esfan-2 20 =
} ‘ * A-sen"B.coE B "
‘—a i < Cegn
3 : 2 =ms 3
A => | VA.VB = b" .cossec”B
h; : ]
il 7a QUESTAO ITEM B ~ VALOR 0,6
a 2ST 2 _ .
e 1 - _ ; ’
— : Em uma hipérbole (h) s3o dados: um foco F, uma assintota () e uma
; tangente (t).
h-a Pede-se determinar gratificamente o outro foco, a outra assintota e
— i
.-_' b os comprimentos dos eixos, Jjustificando a construcac executada.
S,
|
ha;-.
%3:‘
i_ :

l"wii.-
v
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: 1) Sendo T, e T, Os simdtricos de F com relagdo a (2) e (t) respectiva-
H‘f mente, os lugares geom@&tricos de F' sao: '
- - mediatriz de T|T,
i—,; : - paralela a (&) por Tl"
o : 2) A assintota (£') & simétrica de (&) com relagio a FF'.
x 3) O circulo de diametro FF' iptercepta as assintotas em R,S5,T,U, que de-
" § finem os comprimentos dos eixos AAR' e BB'. :
a 8a. QUESTAO ITEM A VALOR : 0,8
o Seja ABCD um gquadrildtero convexo tal que os dois pares de lados
. 4 opastos nao sao paralelos; AB encontra CD em E e AD encontra BC em F.
‘ Sejam L,M e N os pontos médios dos segmentos AC, BD e EF, respecti -
- ,_ vamente. Prove que L,M e N sao colineares.
- SoLUGRo
- _ TEOREMA DE.MENELAUS :
o - ' \ - o e i 0N BB
g - *-  ABEC e -SECANTE ADF
N ' QI I ¢ !
— | -7 UAB DE FC_,
: '-\A ° DC * FB rl"n 1
e ] ) "ﬂﬁz\sransm MEDIAS VEM:
T (w0
‘—J = AB = 2 LZ2: % :.gE.
 —— ~ __.,,. DE.= 2 MX 2
S— ;h FC = 2 NY .
i ] lae =21 o
‘_a 3 DC = 2 MZ .. .z ea s gt -
NS > g FB = 2 NX
— F E L« ;
2 : = “Onde’ X, Y e Z szo, respectivamente,
—— 5 ) * i pontos médios de BE, CE € BC. '
| 2 Lz 2 MX 2 NY _ Lz MX NY _
52 Assim: 575 Wze7 Rk © L U IvEaNR T Y
I._..g_:. . . 5 . k )
. - Por Menelaus (AXYZ) =1, M e N sio colinéares. -9 oy, LN .

B e e
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| 8a. QUESTAO ; ITEM B ' ' VALOR : 0,6
t _— ; el T T = T~ N ——

| pi-se um quadrildtero convexo inscritivel em um circulo, cujos lados .

<30 cordas deste circule e de comprimentos a , b , ¢ e d gue se su-

¥ cedem na ordem a,b,c,d.

1) calcule, em fungdo de a,b,c, d os comprimentos das diagonais X @
B | :

‘Y_ .

2) Permutando a ordem de sucessao das cordas, deduza, com auxilio de

LLLLLLLLL

dyo bl vy A4 Lo

o, oo

1 figuras, se as diagonais dos novos quadrildteros obtidos tém com-
| | 2

4 primentos diferentes de x e de y.

¥ ] o P ' . _

‘| 3) sabendo-se que a area de um quadrildtero inscritivel &

i P _
: 5 = v[(p"a) (p-b) (p-c) (p-d)" e supondo que o guadrilatero, além
1 de inscritivel também & circunscritivel, mostre que a formula de
S sua area reduz-se a S = \/abcd.

i

SOLUCTO
“‘\\\ .

1) Por Hiparco-Ptoleomeu:

xy = ac + bd

T

x _ ab + cd

y ad + bc

LLLLLLLLLELLLES

3 42 = fac + bd)(ab + cd)

2 _(ad + bc)

?- ) ) ) . e

2 _ (ad + bec) (ac + bd)

3 Y {ab + cd)

.' L -
—— y = /lac + ba) (ab + ca)
. 2 3 (ad + bc)
i-——a e =" a ¢
— Y=/(ad+bc)(ac+bd}
S— {ab + cd)
‘~=—J T
“4 3 | B

| PERMUTANDO OS L I

¥ ADOS a e s
'L———a L - =5
. _

5 | pa figura, temos que hou-

. ‘__ ve variagdo do comprimen-
-—— i to da diagonal do guadri-
S——) 3 latero j& que BD ¥ B'D.
"--a ¥
‘—v-.:a é"
ez =

l-:dr_"
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S S R S T SRS A TN B S A

3) s = J/(p-a) (p-b) (p-c) (p-d)

i
OQuadrilitero circunscritivel <=* p=a + ¢ = b + d

p-a=(a+¢) ~-a=c \ ‘
p~b=(b+d -b=24d

~ fp-c-tat e -on-a =[s[=ra0ea] o
p-d=(Mb+d -d=b ! |

9a. QUESTEO TTEM 9 VALOR : 0,8
|

Determine os angulos de um tridngulo, dados o perimetro 2p, o ladoa

]

e a altura correspondente ao lado a, h,.

SOLUS;&O

2p=a+b+c-—-—-:~>b+c=2p'-a aha
A 1 5 o bc:senh
Sﬁf aha=—2— bc sen A = pr = aha
Pa EER .

LEI DOS COSSENOS :

a® w=he die? «Fhe sos Be=Ib40)° -3 BE (T 4008 8
B H ¢ . [ —
2 qx? %
2 ah ‘
=——-:>a2 = (Z‘p—a) -4 cosz %‘ 8 senaA
O B
A oo A \ ,
2 sen 5 cos 5
to ‘.IJ
2 ah_ .ctg 5 =4p"-dap + ?2/_?2/ == | ctg ;‘ = Z;L(E'—a)— i b -
a ‘ :,’ib,_lé:: }75:::"’4-)
1 L < s
2 c c _pz s tg 5 sz ,_% D ‘C!ZC p (b-c)
S=p7.tg x.tg 5.tg 5 == octg 5.ctg 3 I T s =p - a 2 S"“
i 5 aby
B C Y
Ctg'-2"+Ctg~2—=-i—:: i(g =%E
a a
2p
2 B pl{p-a) * #£(p~a)(p(p-a) - hg)
logo: x© - X+ == = 0 =>x = = _h(—a)
a p=e : | g P s
p(p-a) ¢ /p(p-a) (plp-a) - h2).
Assime ctg 5 = b =
aip-2 )
C' p(p-a} :-Vgip-a)(p{pua)-hi)
Ctg E = 'ha (I‘)”a]
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L
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g
m
m
[}
Fos) |
fad
~-—
(6]
o

okaale ..M,anm b

" | =
i3 -
3
E
F‘ _:‘i
i > ."5
&—J r
-——J L VA = X
i——; :
——1 AOHA ~ AOVA '
L—J o]
D.J -2 =9}~{Y===V0=r/§=ct—e
D xfi/}q i
— O & FIXO
——T => L.G. & uma esfera de centro O e raio rv3.
—we¥ 31 1la. QUESTAO : ITEM 11 VALOR : 0,6
‘-Q 5 - - s o - ; . 5
4 Numa circunferencia sao dadas uma corda fixa AB, iguais ao lade do
‘| tridngulo equilaterc inscrito e uma corda movel CD, de comprimento
‘—; L4
a constante e igual ao lado do dodecagono regular convexo inscrito.
2 ] As duas cordas sao os lados opostos de um guadrilatero convexo ins-
= - crito ABCD. Determine o lugar geométrico do ponto de encontro dos
i) outros dois lados, espvecificando a delimitacao deste lugar.
S — SOLUCKO
—1 ]
 —— J . ; .
 — — %? Hipdtese) ¢D esta no maior arco '}{B: :
S— o BB =GR 130° =~ 3¢° -
- R 2 T 2* b
— | == P pertence ao arco capaz de Qso sobfe 2B,
S :_"'

- E GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA Fi. 12 /14
_— e

; 10a. QUESTAO . ITEM 10 VALOR 0,6

_) : I

"': :'5; Determine ¢ lugar gecmétrico 4o vértice V de wm triedro cujas faces
B & medem 60¢ cada e cujas arestas tangenciam uma esfera (e) dada, de
““"': § raio ¥ e centro O.

» SOLUGRO h

e b
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'-.'r/;x—r;-TEs: |

LLLLLLLL L

:
v - - o«
cOn = 307 = RBP = 157
2Pp = 45%| == Ofp = 90°
« |SGQAB = 307}
3 I T .
0 L.G. € a|porgiao do arco capaz compréendiaa
entre as tangentes ao circulo original  em
i ae B |
: ‘
3
.‘% -
| é 22 hipotese) CD estd no menor arco AB:
- : :
F‘ = ~ Py O ~ O
3 _AB - CD _ 240 - 30" _ o
> 3 .
| '=s p pertence ao arco capaz de 105° sobre AB.
— 3 _
5 3 * - B
——
LIMITES:
2 coan = 30° =2 afip = 15°
‘—J _;-i-i ' (o] o
— 3 APB = 105° {=> OAP = 90
=F ~ ohB = 30°
‘-—J .
S—— =50 L:G: & & por¢io do arco capaz compreen
— i dida entré as tangentes ao circulo origi
: g g =
SN nal ém A & B. '
i) :}
. ,., 12a. QUESTAO ITEM 12 ' VALOR : 0,5
] o . -
-} Obtenha uma relacao entre a,b e ¢, allmlnando % entre as duas equa-
4 ¢des abaixo : ' '
S— . 1 |
——— asenx-bcos'x:ﬂ_z__::senzx
La:r
a cos X + b sen x = c cos 2x
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S0L UF:\()

= g, dihininpnl

dividindu-se merio a menbids

elevando-se a 19 equac;'éo ao quadrado e

2

(a tg x-b) —-4- c .seczx sen

=—E...2_.EEEE =

(a‘tgx-b) 5
' 1+ tg"x

gue esta contida na expressao acima.

il

. i
m:,aEq.x—a tg?’x'-b-ﬂb
!

s - x-—b 1 7 tax
?,cnx bcosx=-—l-tg 2}:33 a tg =?.__,—..._._x__§_._w
dCD_SX+bSEﬂx Z a + btg 1 4 tgx

:.c=a\ti%x+b t/gz‘;

b N
. a \

dividindo-ée por cos’x;

2 tg x
1+tg?'

I

c(l+t‘33$)

i
|
!
\
|
\

=5 f-a p__b)z cze{;‘? m(a%-rb?/a)z_ 2?/4-
a\
2, f2 Va i/ /ﬁ_
2 2 2
= ‘bz(ééE«t 4 AL =
§ Ve i
|
] ® » @y 9t 8
OBSERVAGAO: _ .
Se cos x = 0 =>sen x = ¢+ 13 sen 2x = 0; cos 2x = -1 =b =t c
| a=20

-






