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IME 1994 - Matematica

12 Questido: Valor: 1,0

10
Determine o termo independente de x de (J’? - 1 )

N

2? Questdo: Valor: 1,0

2

Scja f: IR =+ IR uma fungdo quadritica tal que f(x) = ax“+bx+c ,

a¥ 0 , V¥ x€IR . Sabendo que x; = -1 e x, =5 sdo as raizes e
que f (1) = -8

Pede-se:

a) Determinar a , b, ¢

b) Calcular f (0)

¢) Verificar se f (x) apresenta miximo ou minimo, justificando a resposta
d) As coordenadas do ponto extremo

e) O esbogo do grifico

3? Questio: Valor: 1,0

Seja um octdgono convexo. Suponha que quando todas as suas diagonais sdo
ragadas, ndo hd mais de duas diagonais se interceptando no mesmo ponto.

Quantos pontos de intersegdo (de diagonais) existem neste octogono?

4? Questio: Valor: 1,0

Considere os numeros complexos z = x +y .i e w=y — x.i, cujos
le.m |2 |- 1
X

¥

médulos sio tais que |z]= e e |w|= e ,onde ¢ &
2

base dos logaritmos neperianos. Obter a forma polar de z*.

1
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52 Questio: Valoc: 1,0

Um aluno, ao inverter a matriz

a
A= |0 ¢ d| = 3y - 1<i,j<3
_4 € [_ [ I

cometeu um engano, e considerou o elemento iy igual a 3, de forma que

acabou invertendo a matriz

[1 a b
B= [0 ¢ d| = [bﬁ].
..= b f_

Com esse engano © aluno encontrou

(52 0 -1/2]
-1 = 3 1 -1 . Determinar ﬂ._l .
=3/2 0 1f2_
6? Questio: Valor: 1,0

2
Seja y = :2 uma pardbola com foco F e diretriz d. Uma reta, cujo coe-

ficiente angular é m ¥ 0 , passa por F e corta a pardbola em dois pontos

M) e M, , respectivamente. Seja G o conjugado harménico de F em relagdo
a Hl e M, Pede-se:

a) As coordenadas de G em funcio de m

b) O lugar geométrico do ponto G quando m varia
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7 Questio: Valor: 1,0

Sabendo que A, B e € sio os ingulos internos de um triingulo, escreva
as restrigles que devem ser musfeitas por este tridngulo para que se verifique a
iqualdade abaixo.

(g 1)

ulml
L]
g

mﬁ-‘mﬁ*m& = 4&:;%*.1::1

[ ]

82 Questio: Valor: 1,0

Seja ABCD um quadrilitero coovexo inscrito num circulo ¢ seja [ o ponto de
intersegdo de suas diagonais. As projegbes ortogonais de I sobre os lados AD |
BC ,CD ¢ DA sio, respectivamente, M , N , P ¢ Q. Prove que o qua-

drilitero MNPQQ ¢ circunscritivel a um circulo com centro em L

9 Questio: Valor: 1,0

Seja € um semi-circulo com centro O e didmeuo PQ = 2r. Sobre o segmento

OP, toma-se um ponto N tal que ON = x , 0 = x < r. Por N wragase uma

reta perpendicular a PQ que encontre o smi-circulo em M. A rewa tangente ao

semi-circulo em M corta a reta PQ em um ponto T:

a) Calcule, em fungio de r e x, o volume ‘u"l gerado pela rotagdo do tn-
angulo MPQ em tomo de PQ

b) Calcule, em fungdo de r e x, o volume V, gerado pela rotagdo do triin-

gulo MPT em tomo de PQ

v . !
¢) Considerando a razdo y = _v_E_ , quando x varia no intervalo [ 0,r ] .
1

faga o esbogo do respectivo grifico.
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10? Questlo: Valor: 1,0

Na exploragio de uma mina foi feito o corte indicado na figura abaixo. Para
calcular o volume do minério extraido do corte, foram medidos:

CD =10+/3 dm , CD ¢ perpendicular ao plano ABC,

.

ADC = ADB = 60° e BBC = 30°
£

Calcule esse volume.
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12 Questao

Bindmio de Newton (a + b)"

o= (e = () -2

O termo independente é o que nao depende de x

Para isso, temos que cancelar x, fazendo 10—p=p 2> p=5
_ (10 5, 115

To= () O (-5
_ _ (10 _ _

T =—( . ) = 252

22 Questao
a)f(x) =ax?+bx+c
f(x) = a(x = x1)(x = x2) =a(x + 1)(x — 5)
f(1)=a.2.(-4)=-8—2>a=1
f(x)=(x+1)(x—5)=x>*-4x-5>b=—4ec=-5

b) f(0)=(0+1)(0-5)=-5
c) Como a =1, a concavidade da parabola é para cima e o vértice é um ponto de minimo

d) O ponto extremo é o ponto de minimo

b -4

xV:_ZZ_Z_Z
__A_ (P41 36
W= TmT 4.1 -4 9

As coordenadas do ponto de minimo sdo (2,-9)

(continua)



32 Questao

O pulo do gato é perceber que cada quatro vértices formam um quadrilatero que gera
um unico ponto de intersecao de diagonais

Logo, o numero de intersecdes de diagonais é o nimero de quadrilateros que podemos
formar a partir de 8 pontos, ou Cg4 =70



42 Questao
i Y
z=x+yi D |z| =4/x?% +y? > na forma polar: z = \/x2 + y2. e t9G)

W =Y — X.i 9|w|=\/3627-l-y2 2 |z| = |w| 96|W|'§=elzl'§
\?:% >  x=yV3 2> x? = 3y?

|zl =y +y2 = 3.y2 +y? = 4.y = 2.|y|

|w| = elzlé = ez'lylé = e*?

et2

2.lyl=e? > yl=— >  y*=—

1

Forma polar de 22 = (x% + y?2).e*"%'¢ ta(}) = 4.y2. >t¢ t9(%) 4.97

4 iz
.e”

. TT
Resposta: et*. e's

52 Questao
O fato de o IME ter chamado a3; de a3 ndo interfere na resolugao.

B.B =1,

1 a b\ /5/2 0 —1/2 100
<o c d).( 31 —1):(0 1 0)
3 e f) \=3/2 0 1/2 00 1

12 linha, 12 coluna: 5/2 + 3a—3b/2 =1 (eq. 1)
12 linha, 22 coluna: a =0 (eq. 2)

12 linha, 32 coluna: -1/2—-a+ b/2 =0 (eq. 3)
22 linha, 12 coluna: 3c - 3d/2 =0 (eq. 4)

22 linha, 22 coluna: c=1 (eq. 5)

22 linha, 32 coluna: —c + d/2 = 0 (eq. 6)

32 linha, 12 coluna: 15/2 + 3e — 3f/2 =0 (eq. 7)
32 linha, 22 coluna: e =0 (eq. 8)

32 linha, 32 coluna: -3/2-e +f/2 =1 (eq. 9)
(eq.2)na(eq.3):b=1
(eq.5)na(eq.4):d=2



(eq.8)na(eq.7):f=5

1 0 1
= <O 1 2)
4 0 5

A matriz inversa é (1/det A).(adjunta) = (1/det A).(cofatores)”
detA=1.15+0.0.1+4.0.2-1.0.2-0.05-4.1.1=5-4=1

(—D™(15-02) (—D™2(05-42) (—1)3(0.0 — 4.1)
cofatores = | (=1)271(0.5-0.1) (—-1)?"%(1.5—-4.1) (-1)?*3(1.0 — 4.0)
(D302 -11) (=1)3*2(1.2-0.1) (=1)3*3(1.1 - 0.0)

5 8 -4
cofatores = 0 1 0

0 -1

adjunta = ( 1 2)
— 1

5

8

comodetA=1,A1l= (

O = O
N
N =
v

4

62 Questao:

A guestdo parece de geometria analitica, mas o pulo do gato é por geometria plana

A parabola é o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um ponto fixo (foco F)
e de uma reta fixa (diretriz d)

Assim, os pontos M1 e M2 da parabola sao tais que M:F = M1M1" e MaF = MMy’
Vamos prolongar M1M2 até cortar a diretrizem P

M;P _ M;M; _ MyF

Os triangulos PM1M1’ e PM2M2’ sdao semelhantes, entao = ~ =
MyP  M,M)  M,F




' = N ] MF MG
Mas o conjugado harménico de F em relacdao a M1M2 é o ponto G tal que M—lF MlG
2 2

M,P _ MiF _ MG
M,P  M,F  M,G’
propria diretriz da pardbola

Como entdo o ponto P é o ponto G e o lugar geométrico de G é a

S6 usaremos geometria analitica para determinar a ordenada da diretriz a partir da
equacgao da parabola.

Seja H(x,y) um ponto qualquer da pardbola, F(0, £) o foco e y =— £ a diretriz, temos HF
=Hd,ou\/x2+(y—£’)2 =y+7

Substituindo x? = 2y (equacdo da parabola dada) e elevando ao quadrado, temos 2y +
y2—2yR + 82 =y? + 2yL + £2; dai, 2y = 4y®, e, finalmente, £ = 1/2

Assim, as coordenadas de G sdo dadas pela intersecdo da reta y = m.x + 1/2, de
inclinagdo m e que passa pelo foco F(0,1/2) com a diretrizy = —1/2, resultando m.x = -1, ou x
=—1/m.

Resposta: a) as coordenadas de Gsdox=-1/mey=-1/2

b) lugar geométrico de G é a diretriz y = —1/2 da parabola

72 Questao:
Se A, B e Csdo os angulos de um triangulo:

A+B+C=1802 > C=180- (A+B)

sen A+ sen B + sen C = 2.sen (“22) . cos (=2) + sen(180 — (4 + B)) =
= 2.sen (22) . cos (£2) + sen(4 + B) =

sen (57) - cos (%57) + 2.sen (57) - cos (57) =
= 2.sen (7). [cos (57) + cos (7)) =
29 25) 22
2 sen(0-2) 2.0n (8. con () 2009 2 () con (9 -
o 2. con (9. cox(

Resposta: Nao ha restricoes, a relacao vale para qualquer triangulo

en



82 Questao:

Queremos provar que o quadrilatero MNPQ é circunscrito a um circulo de centro em |

Para isso, temos que demonstrar que | € ponto de encontro das bissetrizes dos angulos
QMN, MNP, NPQ e PQM.

O quadrilatero AQIM tem dois angulos retos opostos AQl e AMI, logo é inscrito na
circunferéncia de diametro Al. Nessa circunferéncia, os angulos QAI e QMI sdo iguais porque
subtendem o arco Ql. Na circunferéncia maior, da figura, o angulo DAC, que é o angulo QAI,
subtende o arco DC.

O quadrilatero MINB tem dois angulos retos opostos BMI e BNI, logo é inscrito na
circunferéncia de diametro Bl. Nessa circunferéncia, os angulos IMN e IBN s3do iguais porque
subtendem o arco IN. Na circunferéncia maior, da figura, o angulo DBC, que é o angulo IBN,
subtende o arco DC.

Assim, os angulos QAI e IBN sdo iguais (arco DC). Como QAI = QMI e IBN = IMN, entdo
QMI = IMN e MI é bissetriz de QMN.

Analogamente, NI é bissetriz de MNP, Pl é bissetriz de NPQ e QI é bissetriz de PQM.

Logo, | equidista de MN, NP, PQ e QM e é o centro do circulo inscrito em MNPQ.



92 Questao

a) A rotacao do triangulo MPQ em torno de PQ é a reuniao de dois cones, um com
altura NP, outro com altura NQ, mas ambos com raio da base MN

MN =~vOM? — ON? = \r? — x2
__ m.MNZ2NP

v m.MN?2NQ _ mMNZ%(NP+NQ) _ mMN?PQ  m.(r?-x?).2r
1= 3 + 3 - 3 - 3 - 3

b) A rotacdo do triangulo MPT em torno de PQ é a diferenca entre dois cones, um com
altura NT, outro com altura NP, mas ambos com raio da base MN

2

2
OM? = OT.ON > 71r2=0T.x 90T=’7 9PT=0T—0P=%—1‘

2
.
__ WMN2NT mwMN2NP _ mMN2(NT-NP) _ mMN2PT _ T.(r?—x?).(-7)

3 3 3 3 3

o
|

r
c) " == - se xtende a 0, V,/V; tende a oo; se x=r, V,/V1=0




102 Questao

Esta questao é de uma edicao antiga do livro Fundamentos de Matematica Elementar,
volume 10, e estava com resposta errada (volume negativo!)

CD = 103 dm

O triangulo ACD é retangulo com angulo ADC=602
AD.cos60 = CD = AD/2 = 10v/3 > AD = 20v/3 dm
AC = AD.sen60 = 20v/3.4/3/2 =30 dm

O triangulo BCD é retangulo com angulo BDC=30¢

BD.cos302=CD > BD.v/3/2=10+/3 2 BD=20dm



BC = BD.sen302 =20/2=10dm
O triangulo ABD tem lados AD = 20+/3 e BD = 20 e dngulo ADB = 602

Podemos determinar o lado AB pela lei dos cossenos

AB = VADZ + BD? — 2.AD. BD. cosADB = v 400.3 + 400 — 2.20+/3.20. cos602 =
V400.4 — 400./3 = 20v/4 — /3 dm

_ Sbase:h _ Sapc.CD _ YP(P—AB)(p—AC)(p—BC).CD
3 3 3

p= AB+AC+BC _ 20\/4—\/j+30+10 — 20 4+ 10 /4 _ \/§

2

p—AB =20+10vV4 —v3 — 20v/4 -3 =20 - 104 -3

p—AC = 20 + 10v/4 — 3 — 30 = 10v/4 — V3 — 10
p—BC=20+10V4—v3-10 = 10V/4 — V3 + 10

b — ) = (20 + 10V4—3) (20 - 10/4—v3) = 20? — (104 —3) =

400 — 100(4 —v3) = 100V3

(p — AC)(p — BC) = (10V4 — V3 = 10) (10v/4 — V3 + 10) = (10V4 — V3)? -
10% = 100(4 — v3) — 100 = 300 — 100v3 = 100(3 — V3)

|4

(\/100.\/5.100.(3—\/3_)).10.\@ 100.\/5_(\/\/?).10_@ 1000 md 3
= = . - m

3 3

V =



