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JS (Enunciados: 22/11/79, pag. 11; Solugdes: 23/11/79, pag. 12; 24/11/79, pag. 12;
26/11/79, pag. 15; 27/11/79, pag. 12)

ﬁmvmauumunou

1 NAO ASSINE A PROVA
2 Vocé tem Q(hz)mnammum& no que diz respeito a sua

desenvolvimentos apresentados em rascunhos
5. Utilize a caneta esferogrifica fornecida pela Comissdo Fiscalizadora As

f
;::cwsmammmmauposm. N30 use lapis de

Aomnuuma.dwolvatodoowdmcbbdo

9 Leia os enunciados com Resolva as
| 8 questdes na ordem Ihe
convier Seja sucinto, mﬁw P

10 Duragdo da prova 4 horas. T

BOA SORTE




‘- —_— - —————— ,..1‘

‘8. Questho EBUNCIADO
ITEM ONICO (Valor 1,0) §0)a wm barco com § lugares, numerados como no
diagrams seguinte:

. Q‘s‘

HE 8 remadores disponiveis para guarnecé-lo, com 88 seguintes restrigdes:
urm‘onoa'ol“mmmnoluolmtoonn“orc. no lado
PAr. Os remadores 0. £, P, G, N podem ocupar qualsquer posigoes. Quantas
configuragoes podem ser obtidas com o barco totalmente Juarnecido?

solugdo.

At .

2a. Oumstho ENUNCIADO ¢ '
YR Ouico (1.0pemtes) | seg0 1 e[-1.2] €0. o exenplo de uma

tungao continua em 1 tal que ndo exista us ponto a « ]-1.2 [ que satis-

faga & condigao: :
£(2) - £(-1) = 32" (a)

Solugdo.

.a. Questho ENUNCIADO
ITEM ONICO (1,0 pontos) Determine o polindmio f(x) de coeficlentes

4
récionais ¢ do 72 yrau, sabendo-se que: f(x)*l & divisfvel por (x-1)

4
® que fix)-1 & divisivel por (xel)"Y,

M \IS‘O.
a. Questho ENUNCIADO:
ITER ONICO (1.0 pontos) Se)a a sequincia real (x ), ne0,1,... tal
5. *a.
i@ .l:: L ae2d *0 . ne 2.3, Prove que '1\2:( n ~ n l).o

Selugdo: I



——— -
v

5a. qumetTho ENUNCIADO

s’ = %' o 300u 4 1066 68

o o et e b
Sabendo-se que a primeira tem uma rair cujo valor é o triplo do valor

de uma raiz da se junda. »
Selugdo. . il 1

ta. Queetho ENUNCIADOD

ITER ONICO (1.0 pontos) Seja, para n * 1,2,)... a colegio

Bin) -'{n | e ['t)] é matris quadrada de ordem n o h"l « x} &

(Note que 8(2) tem 2% « 16 alementon) . Prove que. se MeB(n), entio o
determinante dg % & suitiplo de l“". para n = 1,2.),..

Solugdo :

da . - : ————
Te. Questio ' ENUNC IADO |
ITEN ONICO (1,0 pontos) Se)s I uma fungeo real de variivel :eal.

T ——

nao Sonstante, continua, tal que existe uma fungdo ¢, o . l’ ‘R otal que
fixey) » $lix) . y). para todo x e todo y reais. 'rove que & estrity

Mente crescente ou estritamente Jecrescente.

folugdo



Sa. Questho mmaf '
ITER ONICO (1,0 pontos) Prove que e

i

al o O « onde 4w (n-l)n ey - )
Lo :

solusie.

e —————— ———
fa. Qumsrho ENUNCIADO
ITER OwWICO (1,0 pontos) Us valho manuscrito descrevia s localizegie

de um tesouro enterrado:
"Ni somente duss rvores, A e B, en um terrenc planc, e um canteiro

de tomates. A é ume Ranyueira, @ 8 § uma jaboticabelira. A partir do
CONEEO K do canteiro, mege a distiéncia em linha rets até o mangueirs. Vi
re 90° 3 S8querda e percorra a mesma distincia até o ponte C. Volte ao
canteiro. Mega a distincia % linha zate até & jaboticabetira. Vire 90°
d dirests o percorra o Sesma distincia até o ponto D. O tesouro estd no
ponto médio T do segmento CD".
Um aventureiro achou o Manuscrito, identificou as drvores mas, como
O canteiro desaparecera com o passar do tempo, nido conseguiu localizé-le,
@ desistiu da busca. 9 aluno S& Bldo, do IME, nas mesmas condigoes, dis
qUe serie capaz de localizar o tesouro. Mostre como vocéd resolveria o pro

blema, 1ato &, dé as coordenadas de T em funcio das coordenadas de A~(S,)
‘e B e (8,2),

Solugdo:



- g i -
J'. ENUNCIADO,

Por um ponto M qualquer de uma hipdrbole h),
traga-se uma paralels a una aseintota (a) de th): esta paralela encontra
Una diretris (d) de (h) em 0. Sendo F © foco de (h) correspondente i a1
retriz (d), mostre que ;. MDeMF

10a. guestio
ITEM  ONICO (1.0 pontos)

s0lugdo
sI1soLos
. -
: 4 , b : intervalo fechado real de extremos ae L
L Conjunto dos nameros reals
] P9 { intervalo aberto real de extremos e
f'ix) valor da derivada de f no ponto x
As it Pit)) A & 0 conjunto d0s elementos ¢ jue té . a
propriedade »p.
He [ “,. ] & matriz U)o elemento da m-esima (1 4 o
s-édsima coluna ¢ "o
. | valor absoluto de x

¢ Uevw ¢ & fungio definida em U o tomando valores - V.
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la. guestho ENUMCTADO |
“ITEM OwiCO (Valor 1,0) Seja um barco com 8 lugares, numerados como no

diagrama seguinte .

Hi 8 remadores disponivels para guarnecé-lo, com as seguintes restrigdes:
o8 remadores A e B 86 podem sentar no lado Impar e o remador C, no lado
par. Os remadores O, E, F, G, N podem ocupar qualsquer posigoes. Quantas

configuragoes podem ser obtidas com o barco totalmente guarnecido? u
solugio |

e

Ae Boel, . 2!

1
C '-OC... 1!

b, K, ¥, G, 'l-ol’,) s 91

-
Pelo ;.ru.ch\o da .;l‘;pl;c..i- , 0 n8 total de poonibilidades e

c‘: . l.' c: l’ ." L ll‘. t . ).\ - ~' R 10 = .o“":
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2a. ouesTho ENUNCIADO!

1TEM ONICO (1.0 pontos) Seja I = [-3.2] CH. 08 exemplo do wuna
ungdo continua em I tal que nAO exista um ponto & ¢ ]-l.l [ que satis-
age & condigao:

£(2) - (-1 = ¥M'(a)

Seja fix) definida por

b
2 ¢, 3¢ l
fix) »
! FEEE N T }
i
! —
“ el % ' ' g
Clarasente f & continua oo 1 « [, ). Particularsente en x o * . ten |
1im f(n) e lim O =« n » * . f(&)
IO% . Iﬂ? .

'lt. f(s) o Jam x o 1l » ? - ((%)
l-‘i - X é .
Logo, £ & continua en l .

Observanos sinde que f'(x) * tal que .

1, =1« ng ;
('ix) » e 1" nho cninte 2 x = i
-1, %" L ¢

Portanto, & condicho £(2) « f(e1) & 3*(a) ndo & satinfeita pare ¢
o€ (1, 2), 35 que 1(2) « f(-1) n 0 o 3r'(a) # 0. CQR.




Folha ¢

ITEN ONZIC0 (4,0 pontos)

Determine o polindmio f(x) de coeficientes

racionals o 40 72 yrau, sabendo-se qua: fix)el & divielvel por (x Th

e que fix) | & divisivel por (-oll‘. .

wiugdo

L Be f(n) o 1 ¢ divialvel por (u-l)‘. concluimos quet
(f(x) o 1)* » £°(x) & davinlvel por (x - l),

§e 1(n) « 1 " davislvel por (2 o 1" conciulnes que (flx) « 1) » f'(n) &
)
divialvel por (n o 1)

Como fln) & do 7% graw, 1'(n) & ue polindeic do 60 grau divisivel por
(o1 e a- l),. Logo:

f'(n) « A (x o l,‘(l - N, . l(l2 - l)’ .

. L

- ‘(l‘ « 3 e 2 <)

bal.
lh)ol(’z-,izo*.:-n)ol

Porea (1) o1 o« 0 -9 (1) = 4}
f(«1) 1 009 f(<1) 0}

W{'.q.p,.u.....

M«}oi-lo“o.o‘

HEaenea
ﬁn.o.x < *. :

Fortente

fix) » ﬂ: -ﬂl’o*l’-*l
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4a. Questho ENUNCIAF O
ITEM ONICO (1,0 pontos) Seja a sequéncia real (x ), n=0,1,... tal .

Nee

. 5 =8
que 'ﬁ: (x, = x5 =0 , ne2,),... Prove que lln( nn nl)_o

Solugdo:

Consideremos as subsequencias = e x, @ ﬂ. . el

Temos: lim & - o  * 0
e TR n-
Se ja ¥ oo 1%, " 0

Temoas( o ¥, ¢¥, ¢ «c0 oy

Mas coool'." 0, pelo teorema de Cesaro

- * s @
“.—r.w -‘o.

Analoganmente: ‘/-?- -~ 0

.
Logo lim _..E. = 0,
=
X = x x x -1
Dai lin == n"' . lig == - lis —'L.—-—- =0

nos® 0-em n-e®
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/
4
v

s.f'qotcflo INUNClaioc

ITEN ONICO (1.0 pontos) | oo00)ve ae equagdes:

87 « 75 « 3048 ¢ 1360 » 0

27 « 1887 < 304n 4 080 & &

sabendo-se que a primeira tem uma raiz cu)o valor é o triplo do valor H

de uma raiz da seyunda.

Solugdo

Tomsen n & traneforsaie da 18 ez v » -'; J
Tegos x & 3y ¢!

1 : yF
(3y)" = 7(3y)° =« 206(3%y) ¢ 1260 =« O

8")5 « 63y° « 6lo y e 1260 0 0 (5 3)
_l,-‘ - ‘y“ « 68y ¢ 160 & ©

]
Pare calcular as raizes comuns & 'x” - 'le « EEx o 10 e 0 e
.~' « 1°x° < Gy o BLD & O, determinaremos o MUC dus polindmioce pelo

slgoritee de Buclides,

1 ) 1 $e
27 « 72" <« 682 ¢ 1N Il = Aon - Aohx e B

-Fl’ o h5x" o 11822 - 252 3

B o 1116x - 2380 (= 2)

192" o %57 5 = 119

— - & —
1
o o ﬂ
1957 « 285x° <« 7486z ¢ 15960 L}_Q-l_——:'-'l - 1190
-l')l3 - “?l" ¢ 1190x x - B

« BL2x® - 6296x ¢ 15960 (219)
159982 « 119624x - O
.1599612 ¢ LERGGL ¢ 1001980

|-5L937o- + 698740 = 0]
lnueo.u‘:.%-:

Tesos: |3 2 -68 140 ’
- ks " W
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(Continuagdo da solugio da Sa. Juestdo, Item ONICO)
-

- v *
313-1-7009"‘!0 ~ L ol—frnwlo&ounoit

l.o.o.unhu de l’-?lz « 206 x ¢ 1260 @ 0 sdo
1‘031206
120315015

|’03|-§=o-u

Pars & outre equagio
|1 <15 -39 Bk
el 4. A @

. -
.2.”..m.o.....u_'_gm.u.i_‘)“..u.....u

3

Logo as ralzes de v - l’lz « %94 x ¢ BMO « O sido:
l‘ . |

laozb

l’ e 1"



et/ 0 | Acee l Zz :/:j ~ rome s |
e A — Bl

ve, OUESTAO ENUNCIADO:
frex ONICO (1,0 pontos) Seja, para n = 1,2,)... a colegio

e

snr +{w | we[m ] ématriz quadrada de ordem n o Im | = 1} .

(Note que B(2) tem Y - 16 elementos). Prove que, se McBin), c..'do °
n-1

determinante de M . ”“lt‘Pl° de 2 « PAra n » l.’.’.oo-
Solugac
¢ um elemento de b
a
|
. .l'l
:J. ........ N
l
I » .l
lnulemos of elementos da 18 coluna, exceto o 1°. somando ou subtraindo a 18

lithe & todar s demais, conforee o sinal de cada elemento. Obteresos um

Jeterginante da forme

'C;: sesshens .lﬂ 022 IR EE L bZ'.
D ‘o b n‘
:‘. u:o' . 4 b‘ . .‘x K .“.
; 5 L ‘ﬂ
b"‘q T SRR an
Vb s eeese an -

ATQ

& *lous, e-le A't & um determinante de ordem n - 1 em que todos os ele
sentos séo O, 2 ou =2 (por terem sido obtidos por opersgoes do tipo a2 ).

Temos entaoc:
2022 Sesennan 202"
A. A‘ b .1‘ Zc’z R &,'\ onde C‘.‘ e 0. 1 ou -1
- acnz Sesssnne E.n

Colocando em cada linha, 2 em evidéncii:
c Rl

28 o400 an
i e RO
Be seses AN

-

TREN——

C‘ll.

Evidentemente A®' ¢ inteiro (¢ formado por elementos inteiroe). Logo & & milti-

"o de :..] .
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t. ouestho ENUNCIADO!
reew Onico (2,0 pontos) Prove que
RS

“’ ® .‘ ' onde a.* (n-l)n + 21 - 1
-] i

solugeo:

n
L s S (nlne2iele
%" &
o) 1wl !

o o{(a-Vn - 1] ’?% ie

.n[ﬂz'"'ll’tnm .

),ne.n.nzoa-

)
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%a. oQumstho ENUNCIADO
ITEN ONICO (1,0 pontos) | ym velho manuscrito descrevia a localiregie

de um tesouro enterrado:

“Né somente duas drvores, A e B, em um terrenoc plano, @ um canteiro
de tomates. A § uma manyueira, e B é uma jgbouccboln. A partir do
centro K do canteiro, megs a distincia em linha reta até a mangueira. Vi
re 90° 3 ssquerda e percorra a mesma distincia até o ponto C. Volte ao
canteiro. Mega a distincia em linha reta até a jaboticabeira. Vire 90°
& direita o percorra & mesma distincia até o ponto D. O tesouro ezt no
ponto médio T do segmento CD*.

Um aventureiro achou o manuscrito, identificou as drvores mas, como

© canteiro desaparecera com o passar do tempo, nio conseguiu localisi-lo,

e desistiu da busca. 9 aluno Si Bido, do IME, nas mesmas condigdes, dis
que seria capas de localiszar o tesouro. .ib.tu como vocé resolveria o pro
blema, 1sto §, 4é as coordenadas de T em fungio das coordensdas de A=(5,)
eBhe= (0,2).

Solugdo.
14
»
»
54 . y
SRR 2
t «




(Continuagio da Solugdo da %a. Questio, Itam ONICO)

Seja k um ponto qualquer (s, b)

0 wetor 33 ¢ obtido opuoulo-u usa rotagho de 90'. ao sentido trigonométrico,
.0 :

Temos:

Bea-xal5-0,3-0)

e i(E)) & 1(5-a ¢ (3-0) 1) ®» (b=3) ¢ (5-a) & @ (b=}, 5-a)

Loge: C o A o AE » (5,3) ¢ (b-3, 5-a) = (2¢b, B-a)

Analogamente:
i ad-Kao (B-a, 2-0)
e D e -i(Bea ¢ (2-0)1) ® (2-0) ¢ (0-B)i » (2-b, a-8)

Logo D e B o BD o (B, 2) ¢ (2-b, 0-8) = (10-b, a-6)
0 ponto T &:

robg (v be) e Qoobiact), U8l 6)

Loge, T independe de K,



10a. questho ENUNCIADO
1TEM  ONICO (1.0 pontos) | ... .o ponto M qualquer de uma hipérbole (h),

traga-se uma paralela a uma assintota (a) de (h): esta paralela encontra
uma diretriz (4, de (h) em D. Sendo F o foco de (h) correspondente & di

retriz (d), mostre que: MDeMF,

solugdo o

Sabemos que 5 . %

Mas, de semelhanga dos tridngulos OAR e MDE:

oo B




