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NOTACOES

N={0,1,2,3,...} i: unidadeimagindria;i? = —1
Z:: conjuntodosnimerosinteiros |z|: médulodontimeroz € C

Q: conjuntodosnuimerosracionais Z: conjugadodontmeroz € C
R: conjuntodosnimerosreais Re z: parterealdez € C

C: conjuntodosniimeroscomplexos Im z: parteimaginariadez € C

n
( ) : numero de combinagoes de n elementos tomados p a p.
p

mdc(j, k) : maximo divisor comum dos niimeros inteiros j e k.
n(X) : numero de elementos de um conjunto finito X.
(a,b) ={r €R : a <z <b}.

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos ortogonais.

Questao 01. Se A, B, C' forem conjuntos tais que

n(AUB) = 23, n(B —A)=12, n(C - A) =10,
n(BNC) = 6 e n(ANBNC) =4,

entdo n(A), n(AUC), n(AU BUC), nesta ordem,

A () formam uma progressao aritmética de razao 6.

B ( ) formam uma progressao aritmética de razao 2.

C () formam uma progressao aritmética de razao 8, cujo primeiro termo é 11.
D ( ) formam uma progressao aritmética de razao 10, cujo tltimo termo é 31.
E () ndo formam uma progressao aritmética.

Questao 02. Seja A um conjunto com 14 elementos e B um subconjunto de A com 6
elementos. O numero de subconjuntos de A com um nimero de elementos menor ou igual
a 6 e disjuntos de B ¢é

A()28-09. B ()21 C()28-25 D ()21 — 28 E ()28
Questao 03. Considere a equagao:
6 1—iz\®  (1+i 1-3\"
1+iz) \1—-4i 14i)

Sendo x um numero real, a soma dos quadrados das solucoes dessa equacao é

A( )3 B ()6 C()o. D( ) 12. E ()15




Questao 04. Assinale a opgao que indica o médulo do nimero complexo

1
_— 7.
1+icotga’ v, k€
A () |cosz| B () (1+ senx)/2 C () cos’x
D () |cossec x| E () |senz]

Questao 05. Considere: um retangulo cujos lados medem B e H, um triangulo isésceles
em que a base e a altura medem, respectivamente, B e H, e o circulo inscrito neste
triangulo. Se as areas do retangulo, do triangulo e do circulo, nesta ordem, formam uma
progressao geométrica, entao B/H é uma raiz do polinémio

A()m?+ 2+ 7 —2=0. B()m?+m2?+z+1=0.
C()m®—nm?2?+7mx+2=0. D () mz® —7m22® + 27 —1=0.
E()z* -2 +mx—1=0.

Questao 06. Se as medidas dos lados de um triangulo obtusangulo estao em progressao
geométrica de razao r, entao r pertence ao intervalo

AC)(0,0+v3)2).
B() ((1 vy Ja ﬁ)/z) .

C ( )( (1+¢5)/2,(1+¢5)/2).

D ( )((1+\/5)/2,,/2+\/§/2).
E ( )(,/2+\/§/2,(2+\/§)/2).

Questao 07. Sejam x, y e z nimeros reais positivos tais que seus logaritmos numa dada
base k sao niimeros primos satisfazendo

log,(zy) = 49,
log,(x/z) = 44.
Entao, log,(zyz) é igual a
A ()52 B ()61 C()e6r. D () 80. E()or.

Questao 08. Sejam x e y dois nimeros reais tais que e*, e¥ e o quociente
e’ — 25
4 —ev/5

sao todos racionais. A soma z + y € igual a

A()o. B()1 C () 2log;3. D () logs2. E () 3log, 2.



Questao 09. Seja Q(z) um polinomio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos
nimeros complexos, cujo coeficiente de z° é igual a 1. Sendo 2% + 22 + z + 1 um fator de
Q(z), Q(0) =2 e Q1) =8, entdo, podemos afirmar que a soma dos quadrados dos
modulos das raizes de Q(z) é igual a

A()o. B()T. C()s D()s3. E()1l

Questao 10. Sendo ¢ um nimero real a ser determinado, decomponha o polindmio
922 — 63x + ¢, numa diferenca de dois cubos

(z +a)® — (z+b)>
Neste caso, | a+ |b| — ¢ | é igual a
A () 104. B () 114. C () 124. D( ) 134. E()
144.
Questao 11. Sobre a equacgao na variavel real z,

[[Tz—=1]=3]=-2[=0,

podemos afirmar que

A () ela ndo admite solucao real.

B ( ) a soma de todas as suas solugoes é 6.
() ela admite apenas solugdes positivas.

() a soma de todas as solugoes é 4.

() ela admite apenas duas solugbes reais.

Questao 12. Determine quantos nimeros de 3 algarismos podem ser formados com 1, 2,
3,4, 5,6 e 7, satisfazendo a seguinte regra: O nimero nao pode ter algarismos repetidos,
exceto quando iniciar com 1 ou 2, caso em que o 7 (e apenas o 7) pode aparecer mais de
uma vez. Assinale o resultado obtido.

A () 204 B () 206 C()208 D( ) 210 E ()212

Questao 13. Seja z um ndmero real no intervalo 0 < = < /2. Assinale a opgao que
indica o comprimento do menor intervalo que contém todas as solugoes da desigualdade

1 T yxr 1
— — — — _ — — > ().
th (2 x) V3 (cos ) 2) sec(z) >0

A() /2 B()r/3 C()n/4 D()r/6 E () /12

Questao 14. Assinale a opgao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

k2
A = {xk:sen2<2—z):k‘:1,2} e
3k +5)m
{ykzsen2<—( 24) ):k:1,2}.

sy
Il



Questao 15. Sejam A = (a;;) e B = (bj) , duas matrizes quadradas n x n, onde a;j, e
b, sao, respectivamente, os elementos da linha j e coluna k£ das matrizes A e B, definidos
por

] k
ajr = (i), quando j >k, aji = (j)’ quando j <k

=32 ()
p=0 p
O trago de uma matriz quadrada (c;;) de ordem n x n é definido por ZZ=1 Cpp- Quando
n for impar, o traco de A+ B é igual a

A()n(n-1)/3. B()n—1)(n+1)/4 C()n*=3n+2)/(n—2).
D ( )3(n-1)/n. E()n=-1)/(n-2).

Questao 16. Considere no plano cartesiano xy o triangulo delimitado pelas retas 2z = v,
xr=2yex=—2y+ 10. A area desse triangulo mede

A()15/2.  B()13/4. C () 11/6. D ()9/4. E()7/2

Questao 17. Sejam A : (a,0), B : (0,a) e C : (a,a), pontos do plano cartesiano, em
que a é um numero real nao nulo. Nas alternativas abaixo, assinale a equacao do lugar
geométrico dos pontos P : (z,y) cuja distancia a reta que passa por A e B, é igual a
distancia de P ao ponto C.

A( ) 2%+ y? — 22y — 2ax — 2ay + 3a® = 0

B () 2%+ y*+ 22y + 2ax + 2ay + 3> =0
C () z*+y*—2xy+2azx+2ay+3a*>=0
D () 2®+y? —2zy — 2ax — 2ay — 3a®> =0
E () 2*+y*+ 2zy — 2ax — 2ay — 3a®> =0

Questao 18. Seja P, um poligono regular de n lados, com n > 2. Denote por a, o
apétema e por b, o comprimento de um lado de P,. O valor de n para o qual valem as

desigualdades
bn S Qn € bn—l > Qp—1,

pertence ao intervalo

A()3<n<T. B()6<n<?9. C()8<n<1l.
D()10<n<13. E()12<n<15.

Questao 19. Sejam P, e P, octégonos regulares. O primeiro esta inscrito e o segundo
circunscrito a uma circunferéncia de raio R. Sendo A; a area de P; e Ay a area de P»,
entdo a razao A;/As é igual a

A () +/5/8. B () 9v2/16. C()2+v2-1).
D () (4vV2+1)/8. E()(@2+v2)/4



Questao 20. Considere uma piramide regular de base hexagonal, cujo apétema da base
mede /3 em. Secciona-se a piramide por um plano paralelo & base, obtendo-se um tronco
de volume igual a 1 em?® e uma nova piramide. Dado que a razao entre as alturas das
piramides é 1/ V2, a altura do tronco, em centimetros, é igual a

A()(VB— VD) B()(V6-3)/3 C () (3V3— V)21
D () (32 - 2v/3)/6. E () (26— v2)/22.

As questoes dissertativas, numeradas de 21 a 30, devem ser resolvidas e
respondidas no caderno de solugoes.

Questao 21. Determine o conjunto C, sendo A, B e C' conjuntos de niimeros reais tais
que

AUBUC = {zeR:2°+z>2},
AUB {reR:8"—3.47" -2 >0},
ANnC {z e R:log(xz+4) <0},
BNC = {ze€R:0<22+7<2}.

Questao 22. Determine o conjunto A formado por todos os nimeros complexos z tais
que
z 2z

— 3 0<|z—2i|<1.
c—2 Tt ¢ 2 =2l <

Questao 23. Seja k£ um ntmero inteiro positivo e
A, ={jeN:j<kemde(jk)=1}.

Verifique se n(As), n(Ag), n(Asr) e n(As1), estdo ou nao, nesta ordem, numa progressao
aritmética ou geométrica. Se for o caso, especifique a razao.

Questao 24. Considere a equacao:

Va2 —p+2Vz2 —1=u.

(a) Para que valores do parametro real p a equagao admite raizes reais?
(b) Determine todas essas raizes reais.

Questao 25. Sendo z, y, z e w nimeros reais, encontre o conjunto solucao do sistema

log [(z +2y)(w —32)""] = 0,

2:E+3Z 8. 2y—3z+w — O,

\3/2$~|—y+62—2w—2 = 0.

Questao 26. Dentre 4 mocas e 5 rapazes deve-se formar uma comissao de 5 pessoas
com, pelo menos, 1 moca e 1 rapaz. De quantas formas distintas tal comissao podera ser
formada?



Questao 27. Considere um triangulo isésceles ABC, retangulo em B. Sobre o lado BC,
considere, a partir de B, os pontos D e E, tais que os comprimentos dos segmentos BC,
BD, DE, EC, nesta ordem, formem uma progressao geométrica decrescente. Se 3 for o
angulo FAD, determine tg 3 em funcao da razao r da progressao.

Questao 28. Considere, no plano cartesiano zy, duas circunferéncias C7 e Cs, que se
tangenciam exteriormente em P : (5,10). O ponto @ : (10, 12) é o centro de C. Determine
o raio da circunferéncia Cs, sabendo que ela tangencia a reta definida pela equaga o = = y.

Questao 29. Seja C; uma circunferéncia de raio R; inscrita num triangulo equilatero
de altura h. Seja (', uma segunda circunferéncia, de raio R, que tangencia dois lados do
tria ngulo internamente e C) externamente. Calcule (Ry — Rs)/h.

Questao 30. Os quatro vértices de um tetraedro regular, de volume 8/3 c¢m?, encon-
tram-se nos vértices de um cubo. Cada vértice do cubo é centro de uma esfera de 1 cm
de raio. Calcule o volume da parte do cubo exterior as esferas.
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01.D 02. A 03.B 04.E
05.D
06. Anular*

*Os alunos que considerarem r > 1, obterdao como
resposta C.

07. A 08.E 09.B 10.B
11.D 12.E 13.D 14.C
15.C 16. A 17. A 18.B
19.E 20.C

Discursivas

21.0 conjunto C pode ser dado por:
C=[(AUBUC)-(AUB)]JU(ANC)U(BNC)
Determinamos entédo cada conjunto do segundo membro:

2
AuBuC:x2+x22:(x+%j 2%:

-3
X + ou X+ S?z

N =

.3
"2
uC={xeR/x>1 ou x<-2}

1 3 4
27 22x 2)< >
22%-3.2%-4>0.Sejaa = +27%, entdo

2
a®-3a-4>0= a—§ >§:a—§>§ou
2 4 2 2

AUB:8X-3.4X-2">0=>

a—§<—§:a>4 ou a<-1;como
2 2

a=2">0,VxeR, entdo 2*>4=2"<2? >
X<-2..AuB{xeR/x < -2}

ANnC:log(x+4)<0, com 0 <X+ 4; entdo temos que:
log(x+4)<0=>x+4<1=>x<-3, como x>4>0=>

4<x<-3.AnC:{xeR/-4x<-3}

BnC: 032x+7<2:>_77sx<_?5:
BnC= XGR/i£x<_—5
2 2
Chegamos entéo que
C={XeR/—4<XS_25 ou x=-2 ou le}

22. 12 solugao

—2w. Substituindo,

Fazendo w :L,, temos que
2 - A

z+2i

temos w+2w =3 . Fazendo w = a +bi, vem 3a -2bi = 3, logo

a=1eb=0,ouseja, w= 1. Portanto,

Z 1= 7-7-2i.

z-2i

Substituindo z por x + iy, temos:
—iy=x+iy-2i>-y=y-2=>y=1
Como

0<|z-2iK1=0<yx2+(1-2)2 <1= 0 <4x2 +1<1
0<x?+1<1=0<x<0=>x=0.

Portanto, z = x + iy =i, ou seja, .

22 solugao (independente da 12)

Fazendo

- = W, com z # 2i, temos:
z-2i

w+2W=3 ()

Seja w = a + bi. Logo, de (l):

3a-bi=3<a=1;b=0< w=1

Assim, | W |= 1 de onde:

z
z-2i
A solucao da ultima equagéo é a reta mediatriz dos pontos z =

0 e z = 2i, ou seja, é conjunto dos pontos da forma z= x + i,
X eR (Il)

Ja o conjunto de pontos que satisfaz 0 <| z—2i [< 1(lll) é o

1o |Zdz-2i o |74 z-2i]

circulo de centro no ponto Z = 2ie raio 1, excluindo-se o
préprio centro do circulo.

Im(z) &

A intersecgao entre (II) e (lll) da z = i, que é a Unica solugao
do sistema.

23. A= {jeN :j< 3 emdc (3,k) =1}, ou seja Az & o conjunto
de todos os naturais j menores que 3 tais que j e 3 s&o primos
entre si. Logo

As={1,2} e n(As) = 2

Ao ={jeN:j<9emdc (9,k) =1}, ou seja Ag € o conjunto de
todos os naturais j menores que 9 tais que j e 9 sdo primos
entre si. Logo

Ao = {1,2,4,5,7,8} e n(As) = 6. Note que como 9=32, basta que |
n&o seja multiplo de 3 para que a condi¢édo seja atendida. De
1 a9, 2/3 dos numeros ndo sao multiplos de 3, logo Ag tem 6
elementos (2/3 de 9)

Como 27 = 3%, vale a analogia e Ayy tera 2/3 de 27 = 18
elementos.

Inferimos também que As1 tera 2/3 de 81 = 54 elementos.

|A sucessido (2, 6, 18, 54) caracteriza uma PG de razio g=3.

24. a) Para que as raizes quadradas pertencam aos
reais, temos duas condicdes:

X*-120=>x*21e xX*-p20=x*2p
A partir da equacao inicial:

m”'m:xj[mf =(x—2 x2 —1]2

x? —p=x2 —axVx?-1+4x% -4
axvx? -1 =p+4x2 -4



2
:>(4X\/X2 —1) :<p+4x2 —4)2
16x* —16x2 =p? +16x* +16 + 8px? — 8p — 32x°>
(16 -8p)x* —p®> -16+8p =0
2 _8p-p*-16 _—-(p-4f (p-4)

T T ep-16 8p-2) 82-p)
Da condicdo x? >p, temos
2 2 2
P-4f . -4f . 9% 24ps16

82-p) " 8l2-p) " 16-8p
Considerando apenas o numerador e igualando-o a
zero, temos:

A=(-24Y?-4.9.16=0
Logo, para qualquer valor real de p temos que
9p2 -24p+16=0 e
2440 4

8 "3 Assim, como o numerador sempre é

nao-negativo, segue que 16-8p>0=p <2
Como a equacado do enunciado deve ser satisfeita:

2
(w/xz—p +2.x/x2—1) =x?:
(X* = p)+4(x> =) +4(x* - p)(x* 1) = x*

= 4/(x2 -p)(x2 1) =p-4x? +4

Como a raiz deve existir, seque que p—4x2+4>0.

p+4 o _(p-4F _p+4

assume valor nulo em

2
> X <{— =X = < =
4 8(2-p)~ 4
2
M_p_4§0:>
2(2-p)
p°-8p+16-(4-2p)(p+4) _
4-2p h

Como 4-2p>0 (pois p < 2), temos:
p2-8p+16-4p-16+2p% +8p <0

=3p?-4p<0=|0<p<

Wl

b) Se 0<p<—, temos entdo:

2 _(P-4)
8(2-p)

W

__Ip—=4] __4-p
2J4-2p 2J4-2p

X =X

25.

log [(x+2y)(w —3z)—1]= 0= [(x+2y)(w —32)"1]:1:>
2x+32 _8_2y—32+w -0 > 2x+32 _2y—32+w+3 -0 =

32x+y+6z-2w -2=0=32x+y+6z-2w =2=

X+2y=w-3z=Xx+2y+3z-w =0(i)
X+3z=y-32+W+3 = x-y+6z-w = 3(ii)
2x +Yy+6z—2w = 8(iii)
Deve-se notar que w —3z # 0, ou seja w = 3z
Fazendo-se a combinacéao linear (iv) = (i)+(ii)-(iii), obtém-se:

32:—522:—i

Substituindo o valor de z nas equagoes, tem-se:
X+ 2y —w = 5(i)
x —y—w = 13(ii)
2x +y — 2w = 18iii)

Fazendo agora a combinagéo linear (v) = (i)-(ii), encontra-se:

8
Jy=-"_8=y=——
y y 3
Substituindo o valor de y nas expressdes acima, obtém-se:
31 31
X—-W=—=>W=X——;
3 3

w¢3z:—5:x¢%

O conjunto solugdo do sistema é dado por: (x;y;z;w)

S= 1_731_731 _731 73 i ’
{(X X ) X # } ou ainda

S= £+w,—§,—5,w ,W = =5
3 3° 3

26. Comissao com 5 pessoas com pelos menos uma moga e
um rapaz. Logo, o que nao podera ocorrer € escolher 5
pessoas em que nao haja nenhum homem ou nenhuma
mulher.
Escolha de 5 pessoas quaisquer, independente do sexo:

9!
—— =126
514!
Escolha de 5 pessoas do mesmo sexo,
Como temos apenas 4 mulheres, ndo sera possivel formar

comissdes apenas com mulheres, logo ha apenas uma
comissdao com 5 homens.

Portanto, temos 126 — 1, ou seja, [125 comissées com
lpelo menos um homem e uma mulher.|

27.

Co5 =

O ftriangulo ABC é isosceles, ou seja, AB=BC. Da figura
acima, temos:

tga =r
tg(a+p)=r+r2

Como desejamos encontrar tg 3, basta fazermos:

tgp =tg(a+p-a) = tg(a +B)-tga

1+tg(a+B)tga

r+r2-r r2
tgp=—————— o [tgp=————
9p 1+(r+r2)r<:> 9p rB+r2+1

Usando o desenho acima, observe que:
BC =rBC+r’BC+r’BC

sl=r+r’+rP=>rP+r’=1-r

r2
2-r

Substituindo em tg, fica TG} =




28.

5 10

Sejam R e T, respectivamente, o centro de C, e o ponto de
tangéncia entre x —y = 0 e C,. Por condi¢ao de tangéncia,
devemos ter Q, P e R alinhados.

Determinemos a equagé&o da reta PQ, que tem coeficiente
12-10 2

angulariguala ———=—.
guartg 10-5 5
PQ:y-12= %(x-10)<:>2x—5y=-40

Encontraremos o ponto S, intersec¢ao da reta x-y =0 e da
x-y=0 -3x =-40 40 40

P= <S8S=|—,—

2x -5y =-40 -3y=-40 3 3

2 [y
Assim, PS = \/(4_0_52]+[ﬂ_10j = E :%

reta PQ:

3 3 9
Sendo 6 o angulo agudo entre PQ e y = x, temos:
2
1-2%
5 3 3
tg0 ——2== > sen6 = ——
1+ 1% / V58
Chamamos de r o raio de C,. No tridngulo STR, temos:
RT r 3 1452 +1529
—=senfl & ———=—=>|=
RS . 5V29 58 49
3
29.

Sendo O e O, os centros das circunferéncias temos:
O1T1 = R1 602T2 = Rz

R, -R 1
sen 30°=—1—2 == <R =3R;

R,+R, 2
Como se trata de um triangulo equilatero, entéo h = 3Ry
Logo:

R
R, -2

R1 — Rz
h 3R,

2
9

30. Seja b a aresta do tetraedro, entdo 8/3 = b3\/5/12

ab=2\/§

O tetraedro regular possui aresta aﬁ e seu volume é

a2y\2 a8
dado por Vtetraedro = ( 1; = ? =§

& a=2< Vo = 8cm3

Em cada vértice, a parte da esfera interior ao cubo
corresponde a um oitavo da mesma. Assim, a soma dos
volumes das regides internas ao cubo nas oito esferas
vale:

1 4rn 4r
Vint= 8 = —

8 3 3
Calculando o volume V da regido do cubo, externa as
esferas:

4
V= Veuwo — Vine = (8 - ?Tc )Cl’l’l3

Cortesia:
Resolucoes Alferes Vestibulares





