ITA Matematica 2008

NOTACOES
N={0,1,2,3,...} i : unidade imagindria; i2 = —1
Z : conjunto dos ndmeros inteiros || : médulo do nimero z € C
R : conjunto dos nimeros reais z : conjugado do nimero z € C
C : conjunto dos niimeros complexos Rez : partereal de z € C
() : conjunto vazio Imz : parte imagindria de z € C
[a,b] = {z €R; a <z <b} I : matriz identidade
(a,b) = la,b] = {m €R; a<x<b} A~' . inversa da matriz inversivel A
[a,b) =[a,b] ={r €R; a <x < b} At : transposta da matriz A
(a,b] =]a,b] ={x € R; a <x < b} det A : determinante da matriz A
A—B={r€A; x ¢ B} A® . complementar de A

P(A) : colegao de todos os subconjuntos de A

AB  : segmento de reta unindo os pontos A e B

—~

AB : arco de circunferéncia de extremidades A e B

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos ortogonais.

Questao 1. Considere uma populagao de igual nimero de homens e mulheres, em que
sejam daltonicos 5% dos homens e 0,25% das mulheres. Indique a probabilidade de que

seja mulher uma pessoa daltonica selecionada ao acaso nessa populacao.

AC) 5 By c()2 D().  B()

AN

Questao 2. Sejam a, € C tais que |a| = |3| = 1 e |a — 8| = V2. Entdo o? + 5% ¢ igual

A() -2 B()0 C()1 D ()2 E ()2

Questao 3. Considere o sistema Ar = b, em que

1 -2 3 1
A= 2 &k 6 . b= 6 e keR.
1 3 k-3 0

Sendo T" a soma de todos os valores de k que tornam o sistema impossivel e sendo S a

soma de todos os valores de k que tornam o sistema possivel e indeterminado, entao o
valorde T'— S é
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Questao 4. Sejam A e C matrizes n X n inversiveis tais que det(/ + C7'A) = 1/3 e

det A = 5. Sabendo-se que B =3 (A™! + C’*l)t , entao o determinante de B ¢é igual a

3n—1
5

A()3 B()22 c()

> D ()

E()5-3""

Questao 5. Um polinomio P é dado pelo produto de 5 polinémios cujos graus formam
uma progressao geométrica. Se o polinomio de menor grau tem grau igual a 2 e o grau

de P é 62, entao o de maior grau tem grau igual a

Questao 6. Um diedro mede 120°. A distancia da aresta do diedro ao centro de uma

esfera de volume 4v/3 7 ¢cm? que tangencia as faces do diedro é, em cm, igual a
) )

Questao 7. Considere o quadrado ABC'D com lados de 10m de comprimento. Seja
M um ponto sobre o lado AB e N um ponto sobre o lado AD, eqiiidistantes de A. Por
M traca-se uma reta r paralela ao lado AD e por N uma reta s paralela ao lado AB,
que se interceptam no ponto O. Considere os quadrados AMON e OPCQ, onde P é
a interseccdo de s com o lado BC e () é a interseccdo de r com o lado DC. Sabendo-
se que as dreas dos quadrados AMON,OPCQ e ABCD constituem, nesta ordem, uma

progressao geométrica, entao a distancia entre os pontos A e M é igual, em metros, a

A() 15+5V5 B () 10+5V5 C()10-5
D() 15-5V5 E() 10-3V5

Questao 8. Considere o polinémio p(x) = asx° + ag2* + az2® + az 2> — a1, em que
uma das raizes ¢ © = —1. Sabendo-se que ay, as, a3, a4 € a5 sao reais e formam, nesta

ordem, uma progressao aritmética com a4 = 1/2, entéo p(—2) é igual a
A()-25 B()-27 C()-36 D()-39 E () —40
Questao 9. Sobre a equacdo polinomial 2% + ax3 + bx? + cx — 1 = 0, sabemos que os

coeficientes a, b, ¢ sdo reais, duas de suas raizes sao inteiras e distintas e 1/2—i/2 também

¢é sua raiz. Entao, o méximo de a,b,c ¢ igual a

A()-1 B()1 C()2 D()3 E()4



Questao 10. E dada a equacdo polinomial
(a+c+2)2*+(b+3c+Da*+(c—a)v+(a+b+4)=0

com a, b, c reais. Sabendo-se que esta equacao é reciproca de primeira espécie e que 1 é

uma raiz, entao o produto abc é igual a

A() -2 B ()4 C()6 D()9 E ()12

Questao 11. Sendo [—7/2,7/2] o contradominio da funcao arcoseno e [0,7] o con-

tradominio da func¢ao arcocosseno, assinale o valor de

3 . 4
cos | arcsen — + arccos — | .
) )

1 1
NE AR

Questao 12. Dada a conica ) : 22 — y? = 1, qual das retas abaixo é perpendicular a \

no ponto P = (2, \/§)7

AC) y= V31 B()y-Lh c()y=Lu+1
D()y="w-1 B()y="2(—4)

Questao 13. O conjunto imagem e o periodo de f(z) = 2 sen? (3z) + sen(6z) — 1 sao,

respectivamente,
A()[-3.3e2r B()[_Q,z]e%” C()[-vava el
D()[-L3eg E()[_l,g]e%”

Questao 14. Para z € R, o conjunto solugao de |[5%* — 52*+1 4. 5% = |5* — 1| ¢
A() {0, 2+ /5, 2i\/§}
B() {O, 1, logs <2—|—\/5)}

1 1 2
C ( ) {07 §log5 27 ilogS 37 10g5 (%)}

D () {O, logs <2+\/3>, log, (2+\/§>, log, (2—\/§>}

E () A tnica solugdo é x =0



Questao 15. Um subconjunto D de R tal que a funcao f : D — R, definida por
f(z) =|In(2® — 2+ 1)| ¢é injetora, é dado por

A()R B () (—o0,1] C()[0,1/2] D () (0,1 E () [1/2,00)

Questao 16. A soma de todas as solucoes distintas da equacao
cos 3z + 2 cos 6x 4 cos 9z = 0,

que estao no intervalo 0 < x < /2, é igual a

23 9 7 13

A()2r B()Eﬂ' C()éﬂ' D()=m E()Eﬂ'

Questao 17. Considere o conjunto D = {n € N;1 <n <365} e H C P(D) formado por
todos os subconjuntos de D com 2 elementos. Escolhendo ao acaso um elemento B € H,

a probabilidade de a soma de seus elementos ser 183 ¢ igual a

1 46 1 92 91
A()

730 B()33215 C()% D()33215 E()ﬁ

Questao 18. Considere o triangulo ABC isésceles em que o angulo distinto dos demais,

BAC, mede 40°. Sobre o lado AB, tome o ponto E tal que ACE = 15°. Sobre o lado AC,
tome o ponto D tal que DBC = 35°. Entao, o angulo EDB vale

A ()35° B ( )45° C ()55 D () 75° E ()85°
Questao 19. Sejam X, Y, Z, W subconjuntos de N tais que (X —Y)NZ = {1,2,3,4},

Y={56},ZNnY =0 Wn(X-2)={7,8}, XNnWnNZ=1{2,4} . Entado o conjunto
(XN (ZuUuW)|-[Wn((YUZ)éigual a

A () {1,2,3,4,5} B () {1,2,3,4,7} C () {1,3,7,8}

D () {1,3} E() {78}

Questao 20. Sejam 7 e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P um ponto
no plano definido por r e s e exterior a regiao limitada por estas retas, distando 5cm de
r. As respectivas medidas da drea e do perfmetro, em cm? e cm, do tridngulo equildtero

PQR cujos vértices () e R estao, respectivamente, sobre as retas r e s, sao iguais a

A()175§e5\/ﬁ B()175§e10\/ﬁ C () 175v/3 e 1021
D () 1753 e 5v/21 E () 700 e 10y/21



As questoes dissertativas, numeradas de 21 a 30, devem ser resolvidas e

respondidas no caderno de solugoes.

Questao 21. Dado o conjunto A = {SB € R;V3x2 4+ 22 < 1'2} , expresse-o como uniao de

intervalos da reta real.

Questao 22. Determine as raizes em C de 42° + 256 = 0, na forma a + bi, com a,b € R,
que pertencam a

S={z€C; 1< |z2+2|<3}.

Questao 23. Seja f(r) =In(z?> + 2+ 1), z € R. Determine as fungoes 1, g : R — R tais

que f(z) = g(x) + h(z), Vx € R, sendo h uma fungdo par e g uma fungao fmpar.
Questao 24. Sejam «, 3,7 € R. Considere o polinomio p(x) dado por
P92t (a—-B-2V)2+(a+28+2y -2 +(a—B—y+1D)z+2a+B+vy—1).

Encontre todos os valores de «, 5 e v de modo que = = 0 seja uma raiz com multiplicidade

3 de p(z).

Questao 25. Uma matriz real quadrada A é ortogonal se A ¢ inversivel e A~! = A,
Determine todas as matrizes 2 X 2 que sao simétricas e ortogonais, expressando-as, quando
for o caso, em termos de seus elementos que estao fora da diagonal principal.

—m T

Questao 26. Determine todos os valores o € 1 55 [ tais que a equacao (em z)

x4—2\7§$2+tga:()

admita apenas raizes reais simples.

Questao 27. Em um espaco amostral com uma probabilidade P, sao dados os eventos
A, B e C tais que: P(A) = P(B) =1/2, com A e B independentes, P(ANBNC) =
1/16, e sabe-se que P ((AN B)U (AN C)) = 3/10. Calcule as probabilidades condicionais
P(C|IANB)e P (C|ANBY).

Questao 28. Um tridngulo acutangulo de vértices A, B e C' estd inscrito numa circun-

5v2 _ _
feréncia de raio %_ Sabe-se que AB mede 2v/5 e BC mede 2v/2. Determine a drea do
tridngulo ABC.



Questao 29. Seja C' uma circunferéncia de raio r e centro O e AB um didmetro de C.
Considere o tridngulo equildtero BDFE inscrito em C. Traga-se a reta s passando pelos
pontos O e E até interceptar em F' a reta t tangente & circunferéncia C' no ponto A.
Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao da regiao limitada pelo

arco AAE e pelos segmentos AF e EF em torno do didmetro AB.

Questao 30. Considere a pardbola de equacdo y = ax?® + bx + ¢, que passa pelos
pontos (2,5), (—1,2) e tal que a,b, ¢ formam, nesta ordem, uma progressao aritmética.

Determine a distancia do vértice da pardbola a reta tangente & parabola no ponto (2,5).
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ITA Matematica 2008 - Gabarito

01. A 02.B 03. A 04.D

05.B 06.E 07.D 08. A

09.C 10.E 11.B 12.E

13.C 14.D 15.C 16.E

17. A 18.D 19.C 20.B
Discursivas

21. Temos:

V3x2+2x < x%2 =232 + 2x < x* =

x*=3x>-2x>0

O polindmio P(x) = x* - 3x2 - 2x tem como raizes -1
(raiz dupla), 0 e 2.

Queremos P(x) >0, ou seja, x(x+1)? (x-2) > 0. Assim,
segue:

+ + - +
AAAAONMAAO———OAd- ()
-1 0 2
Mas temos ainda que 3x> + 2x >0, ou seja, x(3x+2) > 0.
Dai vem:

JOVIPSEEEEONDNG NN (1)

2 0
3

Fazendo a interseccdo, obtém-se:

(1) ~ (I AAMOAO——— OAAAA Y,
-1_2 2

3
Logo, o conjunto solucdo é dado por

S= {XER

x<—§ oux>2ex¢—1}

22.
42% 1256 =0=z=-64
=V-= 2cis£;2cis ;2Ccis — o 2CIS 2msﬂ 2C|sm
6 2 6 6 2 6
A regido limitada pela inequagéo 1<|z + 2| <3 é acoroa

circular (ver figura) de raios 3 e 1 e centro no ponto (-2,
0). Assim, as Unicas duas raizes da equagdo que nao

pertencem a regido hachurada sdo ZCISE e ZCIS%

Entdo: SNV = {iZi ;=3 i }

23. Observe que, dada uma fungdo f(x), ela pode ser
decomposta na soma de uma fungao par com uma fungao
impar. Para tanto, note que:

00 = f(x)+2f(—x) N f(x)—2f(—x)

f(x)+ f(-x)
2

7

f(x) - f(~x)

onde a funcao é par e a fungdo — é

impar. Assim:

2 2 2 2 2
h(x)=|n(x + X +1)+In(x —x+1):In((x +1)° - x°)
2 2
h(x)=%|n(x4 +x2 +1).
I[X +Xx+1
In(x2 + x +1)=In(x% = x +1 X2 —x+1
a0= ¢ )~In( ) _ .
2 2
1 (x2+x+1
g(x)=—=In ———|.
2 (x2_x+1

2

2
Logo, [f(x)= lIn(x4 +x2 +1) +lln LXH .
2 2 | x%-x+1

24. como 0 ¢ raz tripla de p, temos que
3

p(x) = x*.q(x), q € R[x].

Logo é necessério e suficiente que

a+2p+2y-2=0
a=0
=
B+y=1

o-B-y+1=0
20+B+y-1=0
Arespostaé a =0, B+y =1, B,y eR
Como O ¢é raiz tripla de o temos que
p(x) = x*.q(x), g e R[x].
Logo é necessario e suficiente que
a+28+2y-2=0
a=0
a-B-y+1=0 S {ﬁ 1
+ =
2o +B+y-1=0 !

A resposta ¢
a=0, B+y=1, B,yeR,BiZ,y¢—1.|

25.0e A= A", temos: A'-A=1

Como A é simétrica, temos A' = A . Logo: A* =1 . (¥)
Além disso, por ser A simétrica ela é da forma:

. "}
A= )
b ¢
A partir de (*):
a blla

b c||b

a’+b*> ab+bc { }
=

ab +bc

a’+b* =1 a +b2:1

ab+bc=0=b(a+c)=0

b2+02:1 b2+62:1



Da segunda equacdo:

b=0oua+c=0
Seb=0,entdo a=%x1 e c==1.

Sea+ c=0,ouseja, a =-c, Dado que 02 =1—b2,
=++/1-h* . Portanto: ¢ = T\ 1 —b* .

Sendo assim:

temos: a

+JI-p° b

A= , com be[—l,l] ou
b FVI-P

1 0 -1 0
A= ou A=
0 1 0 -1

26. Para que a equacdo em x tenha apenas raizes reais
simples é necessario e suficiente que a equagdo em y

y2 - 243y + tga = 0

Tenha duas raizes reais positivas distintas. A condigdo
para raizes reais distintas é

A>0 < tgoc<\/§.

Além disso, a menor raiz deve ser positiva, ou seja,

‘\‘/5—\/\/§—tga >0 < a<tgoc<\/§.

Assim, o conjunto de todos os valores de oL pedidos é
T
}o, 5{.

27.

A

a’a

Como A e B sdo independentes,

P(C/AmB):P(CPE‘A(Q fB“)B)):
1

_P(ANBNC) _ 16 _ 1

~ PA)PB) 11 4
2°2

o P(C/AmB)_%

Novamente, como A e B sdo independentes,
P(ANB)=P(ANB)=P(ANB)=P(ANB) = %.
Em particular,
P(AmBmE):P(AmB)—P(AmBmC)z%.
Como

P((AmB)u(AmC))=P(Am(BuC))=%,
_ 1
P(AmBmC):%

PCN(ANB)) 1
PANB) 5

e|P(C/ANB)=

Pela lei dos senos temos:

222 25 _, 22 2/ 102

seno.  seny seno.  seny 3

3V10
10
sen B = sen [180° - (o + y)] = sen (o + y) = sen o cosy +

3J_£4

senycos<x——— —,

5 10 10 5
COSy=J1—[3 }eCOSa—" E . Assim,
«/_

3
= sena :ge seny =

segue:
senp = 3V10 | 1210 _15/10 _ 3J10
50 50 50 10
A area do AABC ¢é dada por:
A
Area AABC =%- 2./5.24/2 . senp :%.2\/?. 2V2. —3;/(1)70
= M =Bua & |AreaAABC -6 u.a|

29. A figura em questdo é dada pelo esquema abaixo:

0
L 60° r
z
E
D T
o 38
2

A "\E F



A rotagdo de AEF em torno do eixo AB gera um sélido cujo
volume é dado pela retirada de uma calota esférica (altura

r/2 e raio da secao r\/§/2 ), de um tronco de cone (altura
r/2 e raios de base r\/§/2 e r\/g ).

V1ronco :%(SB +S, +Ss-Sp )3

r > 3m? 5 3m? | 21m®
v - P L
TRONCO 6[ 4 4 24

2 2
nh nr ry3 r 5ar3
VCALOTA :€(3R2 +h2)_|:3[2j +(7j j|_

12 2 24

21 5ard 2 4

Vs =Vrronco ~Vealota =~~~ =

30. como a, b e c estdo em P.A., podemos escrever:
a=b-r , c=b+r.

Substituindo entdo esses valores na equagdo da parabola,
encontramos Y = (b —r)x* +bx +b +r.
Como os pontos (2,5) e (-1,2) estdo na parabola, temos:

4b-r)+2b+b+r=5 7b-3r=5 b=2
= =
b-r-b+b+b+r=2 b=2 r=3

Assim, temosquea=2-3=-1ec=2+ 3 = 5. Desse
modo, a pardbola é y = —x* +2X +5.

Seja r a reta que tangente a parabola em (2,5). Usando a
relagdo y - yo = m(X - X,), temos:

rry=m(x-2)+5
Igualando as equagdes da parabola e da reta:
m(x-2)+5=-x*+2x+5 = x*+(M-2)x-2m=0
Como a reta é tangente, existe um Unico valor de x que
deve satisfazer a equagdo do segundo grau acima, de

modo que obrigatoriamente temos que o discriminante
dessa equacdo deve ser zero. Assim:

2_
M +4m+4-0=mmo-ar 3t —HE o

Logo, a reta tangente é y+2x-9=0.
O vértice da parabola é dado por:

\V; _(_b,_Aj _(_2,_22_4'(_1)'5J =(1,6).
2a 4a -2 -4

Aplicando finalmente a férmula da distancia de ponto a
reta, encontramos:

oa o |6+2.1-9] 1 B

distdncia= |——~| = — = =
Jiri22 | 55
Cortesia:

Resolucoes Alferes Vestibulares






