ITA Matematica 2009

NOTACOES
N=1{1,23,...} i : unidade imagindria: 2 = —1
R : conjunto dos nimeros reais |z : médulo do nimero z € C
C : conjunto dos niimeros complexos Re z : parte real do nimero z € C
[a,b] ={z € R; a <z <b} Im 2 : parte imaginaria do nimero z € C
(a,+00) =Ja,+o0l={zx € R; a <z < +o0} M «n(R) : conjunto das matrizes reais m x n
A\B ={r € A; x ¢ B} At : transposta da matriz A
A% . complementar do conjunto A det A : determinante da matriz A

P(A) : conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A

n(A) : nimero de elementos do conjunto finito A

AB  : segmento de reta unindo os pontos A e B

trA  : soma dos elementos da diagonal principal da matriz quadrada A

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos retangulares.

Questao 1. Sejam A e B subconjuntos do conjunto universo U = {a,b,c,d, e, f,g,h}. Sabendo
que (B U A ={f g ,h}, BN A={a,b} e A°\B = {d,e}, entdo, n(P(AN B)) & igual a

A()o. B()L C()2 D ()4 E()S.

Questao 2. Uma empresa possui 1000 carros, sendo uma parte com motor a gasolina e o restante
com motor “flex“ (que funciona com dlcool e com gasolina). Numa determinada época, neste
conjunto de 1000 carros, 36% dos carros com motor a gasolina e 36% dos carros com motor “flex“
sofrem conversao para também funcionar com gas GNV. Sabendo-se que, apds esta conversao,
556 dos 1000 carros desta empresa sao bicombustiveis, pode-se afirmar que o nimero de carros
tricombustiveis é igual a

A () 246. B () 252. C () 260. D () 268. E () 284.

Questao 3. Seja f: R — R\{0} uma funcao satisfazendo as condigoes:

fx+y)=f(z)f(y), paratodo z,y € R e f(x)# 1, paratodoz € R\{0}.
Das afirmacoes:

I.  f pode ser impar.

II. f(0)=1.

III.  f é injetiva.

IV. f nao é sobrejetiva, pois f(x) > 0 para todo = € R.

é (s@o) falsa(s) apenas

A()Ielll B( )Ilelll C()IelV. D()IV. E()L
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Questao 4. Se a = cos 3 e b= sen = entao, o nimero complexo ( cos 3 + 7 sen = é igual a

A()a+ b B() —a+b. C () (1—2a%?*) + ab(1 + b*)i.
D()a-—b. E () 1—4ab* + 2ab(1 — b?)i.

Questao 5. O polinémio de grau 4

(a4+2b+c)z* + (a+b+c)z® — (a — b)a? + (2a — b+ )z + 2(a + ¢),
com a,b, ¢c € R, é uma funcao par. Entao, a soma dos médulos de suas raizes é igual a
A()3+v3  B()2+43V3  C()24+v2  D()1+2v2. E()2+2V2
Questao 6. Considere as funcoes f(z) = 2* + 223 — 22— 1 e g(x) = 2% — 22 + 1. A multiplicidade
das raizes nao reais da funcao composta f o g é igual a
A()1 B()2. C()s3. D ()4 E()b5.
Questao 7. Suponha que os coeficientes reais a e b da equacao z* + az® + bx? + ax + 1 = 0 sdo
tais que a equacao admite solu¢ao nao real r com |r| # 1. Das seguintes afirmagoes:

I. A equagao admite quatro raizes distintas, sendo todas nao reais.
II.  As raizes podem ser duplas.

III. Das quatro raizes, duas podem ser reais.
é (s@o) verdadeira(s)

A () apenas L. B ( ) apenas II. C () apenas III.
D ( ) apenas II e III. E () nenhuma.

Questao 8. Se as solucoes da equacao algébrica 22 — ax? +br 454 = 0, com coeficientes a, b € R,
¢ ¢ g

. ~ L. -~ a .
b # 0, formam, numa determinada ordem, uma progressao geométrica, entao, 7 é igual a

D( )1 E()S3

Wl

Questao 9. Dados A € M;3,.2(R) e b € M;sy;(R), dizemos que Xy € Moy 1(R) é a melhor
aproximagao quadrdtica do sistema AX = b quando \/(AX, — b)!(AX, — b) assume o menor
valor possivel. Entao, dado o sistema

a sua melhor aproximacao quadratica é

A(){_H. B()“]. C(){_g]. D()[(l)]. E(){‘”.



Questao 10. O sistema

ar+ by =c
{ , a1, a2,b1,ba,¢c1,c0 € R,

as™ + by = o
com (c1,¢3) # (0,0), arcq + agea = bicy + bace =0, €

A () determinado.

B () determinado somente quando ¢; # 0 e ¢y # 0.

C () determinado somente quando ¢; 0 e cy =00uc; =0e ¢y #0.
D () impossivel.

E () indeterminado.

Questao 11. Seja A € Msys (R) uma matriz simétrica e ndo nula, cujos elementos sao tais que
ai11,a12 € age formam, nesta ordem, uma progressao geométrica de razao q # 1 e trA = bay;.
Sabendo-se que o sistema AX = X admite solu¢ao nao nula X € My, (R), pode-se afirmar que
a3, + ¢* é igual a

101 121 49 25

A()g- B()25-

Questao 12. Um certo exame de inglés é utilizado para classificar a proficiéncia de estrangeiros
nesta lingua. Dos estrangeiros que sao proficientes em inglés, 75% sao bem avaliados neste exame.
Entre os nao proficientes em inglés, 7% sao eventualmente bem avaliados. Considere uma amostra
de estrangeiros em que 18% sdo proficientes em inglés. Um estrangeiro, escolhido desta amostra
ao acaso, realizou o exame sendo classificado como proficiente em inglés. A probabilidade deste
estrangeiro ser efetivamente proficiente nesta lingua é de aproximadamente

A () 73%. B( ) 70%. C () 68%. D () 65%. E () 64%.

Questao 13. Considere o triangulo ABC de lados a = BC, b= AC ec= AB e angulos internos
a = CAB b= ABC e v = BCOA. Sabendo-se que a equacio x? — 2bx cos a + b* — a? = 0 admite
¢ como raiz dupla, pode-se afirmar que

90°
60°
= 90°
tr 1angulo é retdngulo apenas se o = 45°.
triangulo é retangulo e b é hipotenusa.

HOOQ®=

A() «a
() B
()~
() O
() O

Questao 14. No plano, considere S o lugar geométrico dos pontos cuja soma dos quadrados de
suas distancias a reta t : x = 1 e ao ponto A = (3,2) é igual a 4. Entao, S é

uma circunferéncia de raio v/2 e centro (2,1).
uma circunferéncia de raio 1 e centro (1,2).
uma hipérbole.

uma elipse de eixos de comprimento 2v/2 e 2
uma elipse de eixos de comprimento 2 e 1.

HO QW >



Questao 15. Do tridngulo de vértices A, B e (| inscrito em uma circunferéncia de raio R =
2 c¢m, sabe-se que o lado BC' mede 2 ¢m e o angulo interno ABC mede 30°. Entao, o raio da
circunferéncia inscrita neste tridngulo tem o comprimento, em cm, igual a

C()-—=. D()2V3-3. E()%.

A()2-V3 B()%. .

Questao 16. A distancia entre o vértice e o foco da pardbola de equacao 22% —4x — 4y +3 =0
é igual a

A()2 B()

=] w
DN | —

DO | o

C()1. D () E()

Questao 17. A expressao
11 9 T
2 [sen x—l—;w + cotg® x th

T
14tg® =
+ tg 5
é equivalente a
A () [cosx —sen?z]cotgz. B( ) [senz+ cosz|tgz. C () [cos*z — senx]cotg? .
D () [1-cotg?x]senz. E () [1+ cotg?x][senz + cosz].

Questao 18. Sejam C' uma circunferéncia de raio R > 4 e centro (0,0) e AB uma corda de C.
Sabendo que (1, 3) é ponto médio de AB, entdo uma equagao da reta que contém AB é

A() y+32z—-6=0. B() 3y+z—-10=0. C()2y+z—-7=0.
D()y+xz—4=0. E() 2y+32x—-9=0.

Questao 19. Uma esfera é colocada no interior de um cone circular reto de 8 cm de altura e de
60° de angulo de vértice. Os pontos de contato da esfera com a superficie lateral do cone definem
uma circunferéncia e distam 2v/3 ¢m do vértice do cone. O volume do cone nao ocupado pela
esfera, em cm?, é igual a

416 480 500 512 542

Questao 20. Os pontos A = (3,4) e B = (4,3) sdo vértices de um cubo, em que AB é uma das
arestas. A drea lateral do octaedro cujos vértices sao os pontos médios da face do cubo é igual a

A() VB B()S3. C () Vi D ()4 E( ) VIS



AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS DE 21 A 30, DEVEM SER
RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.
Questao 21. Seja S o conjunto solucao da inequagao
(z — 9) |log,,4(a® — 262)| < 0.
Determine o conjunto S°.
Questao 22. Sejam r,y € Re w = 2%(1 + 3i) + y?(4 — 1) — z(2 + 61) + y(—16 + 4i) € C.
Identifique e esboce o conjunto

Q={(r,y) €R* Rew < —13 ¢ Imw < 4}.

2x + 3
41

Questao 23. Seja f: R\{—1} — R definida por f(z) =

a) Mostre que f é injetora.

b) Determine D = { f(z); x e R\{-1} } e f~': D — R\{-1}.

Questao 24. Suponha que a equacgao algébrica

10
o't Zanx" +ag=0

n=1
tenha coeficientes reais ag a1, ..., ajo tais que as suas onze raizes sejam todas simples e da forma
B +1v,,em que 8, v, € Reos~y,, n=1,2, ..., 11, formam uma progressao aritmética de razao

real v # 0. Considere as trés afirmacoes abaixo e responda se cada uma delas é, respectivamente,
verdadeira ou falsa, justificando sua resposta:

I. Se =0, entao ag = 0. II. Se a;g =0, entao 5 = 0. III. Se g =0, entao a; = 0.
Questao 25. Um determinado concurso é realizado em duas etapas. Ao longo dos tltimos anos,
20% dos candidatos do concurso tém conseguido na primeira etapa nota superior ou igual a nota
minima necessdria para poder participar da segunda etapa. Se tomarmos 6 candidatos dentre os
muitos inscritos, qual é a probabilidade de no minimo 4 deles conseguirem nota para participar
da segunda etapa?

Questao 26. Sejam A, B € M3,3(R). Mostre as propriedades abaixo:

a) Se AX é a matriz coluna nula, para todo X € M3y;(R), entdo A é a matriz nula.

b) Se A e B sdo nao nulas e tais que AB é a matriz nula, entdo det A = det B = 0.

1 1 1
Questao 27. Sabendo que tg? (a: + 67T> =5 para algum = € lO, §7T:| , determine sen z.



Questao 28. Dadas a circunferéncia C': (z —3)?+ (y—1)>=20earetar: 3z —y+5 =0,
considere a reta t que tangencia C, forma um angulo de 45° com r e cuja distancia & origem é

3v5

= Determine uma equacao da reta t.

Questao 29. Considere as n retas
ricy=myx+10, i =1,2,...n; n > 5,

em que os coeficientes m;, em ordem crescente de 7, formam uma progressao aritmética de razao
g > 0. Se m; = 0 e a reta r5 tangencia a circunferéncia de equacao 22 +y? = 25, determine o valor
de q.

Questao 30. A razao entre a drea lateral e a drea da base octogonal de uma piradmide regular é
igual a /5. Exprima o volume desta piramide em termos da medida a do apétema da base.
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ITA Matematica 2009 - Respostas

Discursivas
21.

Primeiramente vamos analisar as condicGes de existéncia
(Dominio):

1) x}-26x>0 = —+/26 <x<0 ou x>+26

2) x+4>0 => x>-4

3) x+4#1 = x#-3

Resolvendo a inequacdo, temos:

S;: x*-26x=1 e x+4=1(ou seja quando o

log..,(x’—26x)=0)
oz, .. (+* ~26x)

Ou S;: x-9<0

S:: Para obter os valores de x que satisfazem x3 —26x =1
é mais facil verificar no seguinte grafico da fungdo f(x) =

3 . ~ o
x  —26x a interseccao com a reta y = 1 em trés pontos
X,, X, € X;todos eles menores que 9,

A
495 [———— -

N\

F A . F A

_ r—zyxl T, NET AT x

ou seja
SicSyentdo S;US; =S, =x-9<0.
E S é a intersecgdo de S, e o Dominio, entdo:

S={xe[R|—4<x<0 e x#-3ou \/%<XS9}

E 0 seu complementar é S =R-5, ou seja,
|Sc={XeIR|X§—4 ou x=-3 ou 0<x<+26 ou x>9H

22,

O numero complexo w pode ser reescrito como:
w=x2+3x% +4y? —y?%i —2x—6xi —16y + 4yi
ow=x2 +4y? —2x—16y+(3x2 —y? —6x+4y)i
L At 4
Re(w) Im(w)
Temos:
Re(w)<-13
x? +4y? —2x-16y <-13

X2 —2x+1+4y* —16y +16 <-13+1+16

(x—1+4.(y-2)"<4

(-1 :

272+(y—2) <1
A inequacdo acima compreende a parte interna de uma
elipse com centro C(1,2), eixo maior igual a 4 e eixo menor

igual a 2.
Ainda: Im(w)<4
3x*—y?-6x+4y<4
3x* —6x+3—(y* -4y +4)<4+3-4

3.(x-1"-(y-2)"<3

(x=1)

2_(}/—2) <
(v3)

A inequacdo acima compreende a parte interna de uma
hipérbole com centro C(1,2) e eixo real igual a 2, e eixo

conjugado medindo 2\/5.
Veja agora o esbogo final da regidao Q:

+¥

A questdo exigia somente o esboco e ndo os pontos de
interseccgdo.

23.

o f(x) = 2x+2+1 _ 2(x+1)+ 1

x+1 x+1 x+1

:>f(x)=2+L
x+1

Sejam X, € X, ER\{—I} tal que X, # X,

Somando-se 1: X, +1# x, +1

1 1
Invertendo-se: =
x+1 x,+1
1 1
Somando-se 2: 2+ #2+
x +1 x, +1

= f(x)# f(x,)
Ou seja f(Xx) é INJETORA.

b) O que se pede é a imagem de f ou seja, o dominio de

[ eaprépria f.

f(x)= 2;:13, substituindo  x  por ' (x)
e f(x) porx:

217 (x)+3
A
=x- T (X)+x=2f"(x)+3

=X ,isolando £ (X)

=/ (x)= ,VxeR\{2}

3—x
-2

X

Logo D=R—{2}=R\{2}

24,

Como os coeficientes sdo todos reais, entdo se a+bi (a, b
e R) é raiz, a - bi também sera.

Entdo as 11 raizes serdo da seguinte forma:

(B - iy1 e B + iy1 ) serdo raizes.
(B - iy2 e B + iy2 ) serdo raizes.

(B - iys e B + iys ) serdo raizes.



Como existe um numero impar de raizes, entdo ve = 0e
B também é raiz da equagdo (raiz real Unica).

I- Se B = 0, entdo ao = 0 (Verdadeiro)
Justificativa: Se x = 0 é raiz, entdo:

10
0+ >a,.0+ap=0<=ay =0
n=1

II - Se aj;p = 0, entdo B = 0 (Verdadeiro).

Justificativa: Das relagdes de Girard temos que a soma das
raizes é dada por -aio, entdo:
B-iy)+(B+iy)+...+B-iys) +(B+iys) +p==11p=
-a10, €Se ap = 0, entdo p = 0.

III - Se B = 0, entdo a; = 0 (Falso).

Justificativa: O produto das raizes agrupadas 10 a 10 é
igual a - a;. Entdo se B = 0 temos:

-ar= (B2 +11%) .. (B +75°) = (117273 - ¥5)%, COMO 11, 72, 73,
va, ys# 0, entdo a; = 0.

25.

Pelo enunciado podemos assumir que:

A probabilidade do candidato obter nota suficiente para
participar da segunda etapa é = 20% = 0,2

E a probabilidade de nota insuficiente = 80% = 0,8

Se no minimo 4 deles dentre 6 conseguem a nota minima,
temos 3 possibilidades:

13 4 conseguem e 2 ndo C6,4.(0,2)4 .(0,8)2
22 5 conseguem e 1 ndo = C6,5.(0,2)5 .(0,8)1

6
22 Os 6 conseguem = C() 6.(0,2)

Sendo assim, a probabilidade de termos no minimo 4
aprovados entre os 6 escolhidos é:

(65 1 4 6. L4 1.
2 545 55 5
240+24+1 [ 53
15625 3125

=0,01696 =1,7%

26.
a) Considere as matrizes AeM,,,(R) e X eM,,,(R):
Se AX é a matriz coluna nula:
a5 8 8y 1 0
AX=0sa, a, ayl||X,|=|0
83 8p 85 ) Xy 0

X

Desse modo, temos o seguinte sistema linear:

311Xqq + 31Xy T Ay3X3y = 0

Ap1Xqq F85X5 +3p3X3 = 0

A31Xyq A3 Xp1 +333X5y = 0
Temos 12 incognitas e 3 equagodes lineares.
Como o sistema é homogéneo, e tem solugdo para qualquer
valor X, entdo é possivel e indeterminado.
A matriz A é fixa e o resultado acima é valido para qualquer
matriz X que seja escolhida. Para que sejam evitadas as
contas, escolhemos como possiveis valores de X as matrizes

63 0 0

01|, |75] e | 0|, perceba que os numeros da matriz X
0 0 84

poderiam ser quaisquer 3 numeros reais:
63 63.a,+a;,.0+a,;,.0=0 a, =0

1) X =] 0| =463a,+a,.0+a,,.0=0<4a,,=0
0 63.a,,+a,,.0+a,.0=0 a,, =0
0 a,.0+754a,+a,0=0 a,, =0
2)X=|75| =>4a,.0+754a,,+a,0=0<1:a, =0
0 a,,.0+75a,,+a,.0=0 a; =0

0 a,.0+a,,,0+84.a,=0 a,; =0
3) X= | 0 | ><a,.0+a,,.0+84.a,,=0<1a,, =0
84 a,.0+a,,.0+84.a,,=0 a,; =0
0 00O
Desse modo, temos A=|0 0 O
0 00O

b) Pelo enunciado temos que A e B sdo matrizes ndo-nulas
com AB=0.
Por absurdo, vamos supor que detA=0. Nesse caso, a
matriz A é inversivel, e podemos multiplicar pela direita
ambos os membros da equacdo AB=0 pela matriz inversa
de A. Assim:

AB=0=A"AB=A"0<B=0

Como B=0 temos um absurdo, de modo que |[detA=0|.

Aplicando o mesmo raciocinio para a matriz B, encontramos

27.

Separemos a solugdo da equacgdo na variavel l‘g(x + %) em
duas partes:

1)tg(x+ ‘/_/,e 2) tg x+ \/_/

Desenvolvendo a equacdo da primeira parte utilizando a

tax +tg 7
igualdade tg(x+%)=—6 e lembrando que
l—tgx-tg77

tg/ \/_/ obtemos: tgx—3\/6_+\/2_\/_ (i)

Como X é um angulo do primeiro quadrante, podemos

construir um tridngulo retadngulo auxiliar cujos catetos sdo o
numerador e o denominador da expressao (i), obtendo para

a hipotenusa o valor 6\/5 , € assim:
3W2-23 3-46
senx = = (ii)
6+/2 6
Desenvolvendo a equacao da segunda parte, de modo

~32-243

analogo, obtemos gXx=———"+ \/_ 0, o que é

impossivel para um angulo do primeiro quadrante.

3-46
6

Desta forma |Senx =

28.




t:y=mx+qgq-omx-y+qg=0
r:3x-y+5=0 -y=3x+5

Como o angulo agudo formado pelas retas r e s é 459,
segue:

tg45°=|m’_m’ PPSERLY
1+m,.m, |1+3.m|
3-m _ ol 3—-m _
3m+l  3m+l
Entdo: m=l ou m= -2
2

Param=-2aretatseray=-2x+q>2x+y-q
=0 (i)

345

Como a distancia da origem aretat é , temos:
20+0-
de (I)Zdo[t=| * q|:3\/§_)
V2 42 S
m:ﬁ% qg=13| 1)
N
1 o
Param=—aretatseray= —X +q
> X-2y+2q=0
; . 0-2.0+2¢] 35
' 1> +(=2) 5
2q] 345 3
L2 =-""" 52g/=3 =+—| (I
N 2gl=3-a= £~

A reta determinada por m e g deve ter distancia até o

centro (3,1) = Raio = @ = 2\/§

Usando os valores de m e seu q obtemos 4 possibilidades
de retas, a saber:

23+1.1-3] 44/5
2x+y—3=0,ea'=| \/g |= ;/7752.\/3

g3 1045 e
J5 5
13-21+3 4.;/3 225

V5

1.3-2.1-3 24/5
x—2y-3=0,ed=| \/g |= ;/7752.\/3

Logo a Unica das 4 retas que satisfaz é

2x+y + 3 =0, e

x-2y+3=0,ed=

t2x+y + 3 =0
ou aindaly = - 2x - 3
29.

Como r; tangencia a circunferéncia x2 +y2 =25, entdo a

equacdo x? +(m5x+10)2 =25 (cujas solugdes representam
as abscissas da intersecdo entre a reta e a circunferéncia)
tem discriminante nulo (A=0).

Reescrevendo a equaco, temos:
(1+m§)x2 +20mz;x+75=0, e assim, para A=0:

(20m;)? ~4-(1+m2) 75=0 = m?=3

Como mMy=0 e g>0, temos que my>0 =
Além disso, Ms =My +4q =4q |.q=

30.

Vamos usar a seguinte pirdamide octogonal regular como
referéncia:

RE}
4

. . 1 ..
O volume solicitado € Vpramioe = g.AB.H, onde Ag é a area

do octdégono que forma a base da piramide e H a altura da
piréamide.

A

Por hipétese, A—L:\/§:> AL :\/EAB I);
B

A area lateral é 8 vezes a area do triangulo que forma a

face lateral. Assim, A.=8 -%.ﬂ.h=4.£.h, onde ¢ é o lado do

octdégono da base e h é a altura desse triangulo.
A area da base é a area do octégono, que é 8 vezes a area
do tridngulo ABO, da figura.

Assim, Ag= 8.%.Z.a =4a.r (II);

Portanto, 4-¢ -h=+5-4.a-¢ = h=+5.a (111);
Usando Pitagoras no triangulo VOM, temos:

h? = H? + a®> = H? = h? - a. Substituindo (III) no resultado

encontrado, vem:
H2=4a?> = H = 2a (IV);

Para calcular a drea da base, note que o angulo MOBé
dado por:

360°
MOB = 24 = 22,5

No triangulo MOB, temos: tg22,5° = % .
24g22,5  2x
1-tg?22,5 1-x°

que: X>+2.x—1=0, A=4+4=8

Como x >0, entdo tg22,50 = \/5 -1
Com isso, temos:

Sabendo que tg 45°= =1, temos

¢ =2a. (¥2-1) (V).

Portanto:
VeirAmiDE = %.AB.H = %.4.3.23.(\/5— 1)23 = %aS (ﬁ_ 1)_

VeirAmIDE :%613 (\/5—1) .

Cortesia:
Resolucoes Alferes Vestibulares



